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���������� ������ G �.�
������
����� ��������� �	�
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X���
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� �<�;� <�:� <�;!�

<&

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



/ �
	��� 9������
 �<�<! 	��� ���
�
��� ��� �
������
� �����

G �������� ������
�������� ��� �������� ��� ��� �
����
�����
��������� ��������� �������� ������
������� �� ����� ����
��
��������� ��������
���� ��������� ������� ������ G � )��� �������
��
� ������ 	������� ����� ��������
���� � ������� ����
���� �������
�
����
����� �������� ��������� �������� �
 �������� ��������
������ "��� 	���� �����	�� �	��� �<'�!#� / �
	��� �<: ! ���
�
�

������
� �����
� �
�� ������ ����
��� ������
�������� ����� G�
� ������ � ������� �
����
����� ��������� ��������� ��������
X���
������
���� � �
����
������ ��������
�� �� G � *������� ���� �
	��� �<%%! 	��� �
�� ����
��� ������ � ������� ��� �
����
�����
��������� ���� ��������� �������� ����
����� / ����� � ���
�������
��� � �
	��� �<: ! 	��� ��������
�� �������� ������ � �������
�
����
����� ��������� ��������� �������� X���
������
������ ����� ���������� ��������
���

5������ � �
	��� �<� ! �
���
����
� ������ G � � ���������� ���
�������� � ����������� ��������� ������ G ����� ������������� ������� �������� ����
� *� ���
�
�� ��� �
��� ������
������
������� �<� !� ����� � ����� �:;&! 	��� �������� ����
���
������ � ������� ��� ��������� �������� �����
�� � ��������
5������
� / ����� �� ��������� ��	���
��� � ��� �
��
������ �<:�!
	��
 ���
�
�
 ������
� �
��
� ������ ����
��� ����� � ��������
5������
 � ������
� X���
������
������� � �	��� ����
��1
����� �
���� ��� ���� �� �
�	���� ���������� �������
X�������
�������� �������� ��������� � ���
���� �
	��� 6� /���	����.���  
�
 � 0�-� $��	� �<:&!� � ������� ���
�
� 
�
��� �������
 ��
�(
�����
��
 ��� X���
������
����� ���������$���
��� ������� .������ ���� ������ G �������� �������
����
��� ������������� ������ �� ��� �������� �<�'!� 7�� �� ����� �
���
������������ ������������� ����� ����� �� �������� ������
��������
�������� / �
	��� �<:<! �������� ��������� �������������� ��������
��� ������� ������������ ���� ������������� ����� ��������
������
�������� ��������

9
�
������
��� ��
���� ����� � ������
� X���
������
������������� ����� �
��� �
��� � �
	��
� ��&�  � <�;� <<%� <:�� <:;�
<:'� <:<� <:%� <�:!� -
������� � �
	��� �&! 	��� �������� �����
�
�
������
��� ������������� ������ � �
�������� ���
�
�
 �������
�������
� ������ G ������������ ���
� � ������ ���
�� ���
� ������
G ���� ������������� ����������� ��
������ X ������ ���
����� 
�� ��������� ��
������ ��G X �

�������������� -
������� ���
��������
 H ������ G �
���
���� 
	����
������ ���� x ∈< H, Hx >
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��� ���� x ∈ G � / �
	��� �<�;! ���������� ��������� �	�	�����
X�������
����������� ��
������ A �������� X �

��������������������
G� ���� A X �

�������������� �� ���� ��
������� ����������
��������� � A
�

G � / �
	��� �<�;! �
���� �
��� ����
��� �������������� *�� ����� � ������
� X�����������
�������� ��������� / �
	����<< ! �������� �������� ������
���������� � p���������������� ������ ������
� Xs���
������
����� ��������� -
������� ��� ��������

H ������ G �
���
���� Xs���
������
����� � G � ���� ��� �
������������� ��������� P �� G ���������� ������ x ∈ X �
���� ���
HP x = P xH �

�#� �)��	
�) � ������) ������)�)��� �)���&���
/ ���� �
	�� ����
�
�� �����
� ������
���
� � ���� G = AB � ���

A � B � ��������� ���������� -
 ��������� A � B �
��
���
�����
������� ���
�������� 7
� 0�

��� �  

����� � �� ����������
�
	��� 	�� ������� ��������� �������
�� �
���� ��
���������
������� � ��������
��� ����� � �
�
����� ������
�� ������
��������
�������� �&�!� ���
������� ��� G = AB �������� �������
����
��� �������������� ��
����� A � B � ���� ���
�� ��
������
�� A �������������� � ���
�� ��
������� �� B � �� ������ G�������������� ���� ��� �
	��� �� � �
�������� ���������� �����
�������
� �� ��� �
	��� 	��� �
����� �� ������ �
��
�������
� ��������
���� ������ 
������� ��� �
 ������ ������
����������
	��� ����
�� ������ �
���� ��
��� �������� � 	���������� �����
"���� �
������� ��;�  %�  ;� %�� <�'� <&<!#�/ ��������� ���� ������� �������������
��� �
 ��������������� �������
�� ������� ������
���������� �� � �
�������� ���
���� �
��
���� ������
�������� ������������ ��;� <%&� &%� &'�  ;�  :�  ��  &� %� ';� ':� '�� '�� '&� %�� %�� %&� % � %'� <�'� <''� <%:� <%�!�

-
������� ��� ��������� A � B
������ ��������������� ����

A ������
������
 � �
���� ���������� �� B � B ������
������
 ��
���� ���������� �� A � ��������� A � B �������� ���������������
���� �
��
� ��������
 �� A ������
������
 � �
���� ������������ B � / �
�������� � ���
���� �
	��� �������
�
 � 9
������
 �'�!
���
�������� ��� ���� G = AB � ��� �
��
� ��������
 ������ A������
������
 � �
���� ���������� �� G � �� (A∩B)/(A∩B)G

��������
������������� �������� ��� �	�	�
�� ���������� ���� �������
�
��� � $��
� / �
	��
� �<%&� <& ! �
��������������� �������
����.��� � 9��������� ����
���� �������� ��
���� ������
���������
������������ ���� ������������� ������
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*������� ��� � �
	��
� � <� <;&�  �! ����
����m�������
��������������������� -
������� ��� �����
 G �
���
���� m�������
��������������������� �������� H � K � ���� G = HK � H ������
������
� �
���� �
����
����� ���������� �� K � K ������
������

� �
���� �
����
����� ���������� �� H � -
������� � �
	����<;&! ���
�
�
 �
���������� �������� ������ G � �����
� ��������
m�������
�������� ������������� ���� �
�������� ���������6����� � �
������ ��������
��� �
������� ����� �	�	�����
��
������
����� ��������� ������ �� �������� �������
CAP ����������� ����� A � ��������
 ������ G � H � K �����
����� ��������� ������ G �
���� ��� K ≤ H � 7���
 ��������
 A������
�� �
���������� H/K � ���� H ≤ HK � ��������
 A ���������
�
���������� H/K � ���� H ∩ A ≤ K � ��������
 A ������ G ������������
 �����������������
��� "����
����� A � CAP ���������
������ G#� ���� ��
 ��	� ������
��� ��	� ��������� ��
���� �
���������� G "��� ����������� "<;�'# � �<;�� ��� �!#�2���� ������� ��� ����
� ��
������
���
� ��������
 ��������
CAP ������������ 7
��� �	�	����� ��
������
����� �������� �
������� ���������� � �
	��� )������ �<;�!� ��� 	��� �
�� ���������
�
�
������
��� p�������
�������� � �
�������� �����G � �����
�����
 �������������� ��� ��� �
����
����� ��������� ���������
��������� �������� �� G ����� �������� �����������������
����/ �
	��� 9� 6�� � .��  
�
 �<��! ���
�
�
 �
���������� �����
��� �������� ��� ��������� �� �
����
����� ��� :��
����
�������������� �������� CAP ���������
��� / ��� �
��
������ ��������
	��� �<�:� <��!�

/ ���� ���
��� ���	�����
���� �
	�� �
��� ��������
����
������ �� ��������� �����������������
��� ��������� ������
�������� "���� �
������� �<%&�  :� '�� < :!#�

�#� ���� �)����� � ���)	
�&�� ��&	
����

-
������� ��� ��������� H � T ������ G �
���
����
���������������� ����HT = TH � ��������
H ������ G �
���
������������������� �<'%! ��� �������������� �< <! � ������ G � ���� H������
������
 � �
���� ���������� ������ G � ��������
H ������ G�
���
���� S �

�������������� �
G � ����HP = PH ��� ���� ����������������� P � G �

����� �
���
�� ������������ ��������� ���� � ����
 ���������(���� �������
� �� ��������� ����
 ������ � ��������
� ����� ��������
<%
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�
���
���� ����� ��������� �� �������� G = H0 ⊇ H1 ⊇ . . . ⊇ Ht = 1�
���
�����
������������ ���� Hi / Hi−1

��� ��	��� i > 0 ���������� ���� Hi / G ��� ��	��� i �������� ���� Hi/Hi+1
�������� �����
����� ����
�����

���������� � G/Hi+1
��� ���� i = 0, 1, . . . , t − 1 �

�#�#�# ����� ����� G 	 ������ � A ≤ K ≤ G� B ≤ G � ���
�
"<# ���� A � B �������� ������������ ��
������� ������

G� �� 〈A, B〉 	 ������������ ��
������ �
G �<;�� ��
�
 �� ����
 <���!�

":# ���
������� ���A 	 ��������� ��
������ �
G � ���
�K/A����������� �

G/A ���
� � ������ ���
�� ���
� K ����������� �
G�<;�� ��
�
 �� ����
 <��<!�

"�# ���� A ����������� �
G� �� A ∩ B ����������� �

B �<;��
��
�
 �� ����
 <��<!�

"�# ���� A 	 ������������ ������� ��
������ ������ G� �� A����
���
 � G �:; !�
"�# ���� A ����������� �

G � B 	 ������� π �

��
������ ������
G� �� A ∩ B 	 ������� π �

��
������ ������ A �:; !�
"&# ���� A ����������� �

G � A 	 π �

��
������ ������ G� ��
A ≤ Oπ(G) �:; !�

" # ���� A ����������� �
G � B 	 ��������� ���������

��
������ ������ G� �� B ≤ NG(A) �<;�� ��
�
 �� ����
 <���!�
"'# ���� A ������������ ��������� "�������������#��
������ ������ G� �� A ��
������� � ��������� ���������

"��������������� � ��������� �������������# ��������� ��
������������ G �:; !�
"%# ���� A 	 ������������ ��
������ ������ G

� ��
��� |G : A| 	 p′ ������� �� A ��
����� ��� ��������� p�

��
������
�� G �:; ! �

�#�#�# ���� �<�%!� ����� G 	 ������ � H ≤ K ≤ G � ���
�
"<# ���� H S �

������������� �
G� �� H S �

������������� �
K �

":# ���
������� ��� H �������� �
G � ���
� K/H

S �

������������� �
G ���
� � ������ ���
�� ���
� K

S �

������������� �
G �

"�# ���� H S �

������������� �
G� �� H ����������� �

G �
�#�#�# ���� �< <!� ����� G 	 ������ � H ≤ G � ���
� ���� H������������� �

G� �� H ����������� �
G �

�#�#�# ���� �<  !� ����� H 	 p�

������ 
�� ����������
�������� p � ���
� H 	 S �

�������������� ��
������ �
G ���
� ������� ���
�� ���
� Op(G) ≤ NG(H) �

:;
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�#�#�# ���� ���� ��
�
 <� ����
 ��%!� ���� H/K 	������� ������ ������ G � p 	 ������� 
������� |H/K|� ��
Op(G/CG(H/K)) = 1 �

�#�#�# ���� ���� ��
�
 �� ����
 <<�&!� ����� G = G1G2 � ���
�
�� ������ �������� ����� p ���������� ����� ��������� p�

��
������
P, P1, P2

�������������� �
G, G1, G2 � ��� P = P1P2 �

�#�#�# ���� �<&�!� ��� ����� �������������� ��
������ H������ G ���� ���� HG/HG ⊆ Z∞(G/HG) �
�#�#�# ���� �<;�!� ���� ��������� ������ G ����

�
�

��������� ��
������P � ������� �� ���� ������ ��������� Q8 � ��

P ∩ Z(G) ∩ K∞(G) = 1.
�#�#�#���� �< �!� ����� G 	 ������ � ��������� ��
�������

N ������ ��� G = QN

�� ��������� ��
������ Q

�
G � ���� M 	���������� ��
������ ������ G ������ ��� N ≤ M � �� M ∩ Q 	���������� ��
������ �

Q �6����� G �
���
���
p�

��������� ���� �������
� p���������
 ������ G ����
���
� ������ G �
p�

�������������� ���� p′�������
 ��������
 ������G ����
���
� ������ G �
p�

���������� ���� ���������� ����
����� ���� �
�����
�������� ��	� p�������� ��	� p′��������

p�

��������������� ���� �
���� �� ��
�����
���� �������� ��	�
p′��������� ��	� ����������� ���������������������� ���� ��� �� ��������� ��������� ����
��������������� ���� ���������� ����� n �
���� ��� G(n) = 1 ���������������� ���� ��
 �	�
�
�� ��
���� ������ ��� �������
�������� �������� �������� ����
���

.�
��� ������ �� �� ������������ ������ �
������� ������������
������������� �	���
�
���� ���������� ����������� 	���
��� 7
� ��
�	���
�
���� ����
���� �� �� ��
��� ������ �
������� ������������
�
��������� � ��������� �������������

����
��� F
�
���
���� ����������� ���� �����
 �� G/Φ(G) ∈ F�������� ��� � G ∈ F
�

�����
F � ��������� ��
�� ����� � G � �����
� ����
�

GF � F�����
���� ������G � �� �� ����������� ���� ��� ����
������������� N �� G � ��� ������� G/N ∈ F �
GU � �������������� ����
���� ������ G � ��� F = U �

����
��� ���� ������
�������� ������
:<
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F�

����������� �
���
���� �
����
���
� ��������
 M ������
G � ���� MGF = G � ��� F � �������
� ������
� ����
����

F�

���������������� ��
������� �
G �
���
���� �
������
�

����
���
� ��������
 N ������ G � ���� N �	�
�
��

1 / N0 / N1 / · · · / Nr = N

��	����
����� ����� �
���� ���
"<# �
���� �
����Ni+1/Ni

�������� ��
���� �
������ ������ G �
":# ���� ������� �
����
 Ni+1/Ni

���� ������� �������� ����
 pi
�

�� G/CG(Ni+1/Ni) ∈ F(pi)
�

5�� ������ P �� �	���
�
�� Ω(P ) = Ω1(P ) � ���� p > 2 �� Ω(P ) =< Ω1(P ), Ω2(P ) > � ���� p = 2 � ��� Ωi(P ) =< x ∈ P |o(x) = pi > �
�#�#��# ���� �%%!� ����� K 	 ��������� ��
������������ G ������ ��� G/K ∈ F� �
�

F 	 ���������� ��������
���� Ω(P ) ≤ ZF(G)� �
�

P 	 ��������� p�

��
������ �
K � ��

G/Op′(K) ∈ F �
�#�#��# ���� �<'&� 2���
 :�<&!� �����

F 	 ����������
�������� ��
������� ����� ���� �������������� �����
"��
������� ����� ���� ������������� �����#� � G 	 ������
� ��������� ��
������� E ������ ��� G/E ∈ F � ���� E 	����������� ��
������ "���� E ��
������� �

Z(G) ��������������#��� G ∈ F �
�#�#��# ���� ���� ������
 :��:!� P = GN 	 p�

������ 
��
���������� �������� ����� p � ������
���� ���
����� ������
�����

"
# P/Φ(P ) 	 ������� ������ ������ G �
"�# P ���� ���������� p ��� ���������� � ����� p�� � P 	��������� ������� �
�#�#��# ���� ���� �� �&!� ����� ���� ��������������� �����

�������� ���������� ���������
�#�#��# ���� ���� �� ��!� ����� ���� p�

�������������� �����
�������� ���������� ���������

�#�#��# ���� ���� �� ��!� ����� ���� �������������� �����
�������� ���������� ���������

�#�#��# ���� ���� �� ��!� ����� ���� p�

������������� �����
�������� ���������� ���������

��������
 HsG
� ���������
� ����� ���� ��������
�� ������

H � ������� S���
������
���� � G � �
���
���� s�

�
�� ��������� H� ������ G �
::
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�#�#��# ���� �<'&!� ����� G 	 ������ � H ≤ K ≤ G � ���
�
"<# HsG 	 S �

�������������� ��
������ �
G � HG ≤ HsG �

":# HsG ≤ HsK �
"�# ���
������� ��� H �������� �

G � ���
�
(K/H)s(G/H) = KsG/H �

"�# ���� H �������� ���� ��������� ��
������� �
G� �������������� ��
������� �

G� �� HsG = HG �
���������� � ��
������K

������G �
���
���� �
�
� ��������

H �� G � ��� HK = G ����������� ��������� ��
������� ������ G 6= 1 �
���
�������������
� ����
���
� ��������
 ������ G � �� ������
�
���	�������� ����������� ����
����� �������� ������ G ������� ���������� ��
������� ��� �

�

����������
��
������� ������ G �
���
���� �
����
���
� ��������
 ����������
����
����� ��������� ������ G �

�#�#��# ���� �<'<� ����
 :�<;!� ����� G 	 ������� p

	 ��������� ������� 
������� ����
�� ������ |G| � P 	������������� ��������� p�

��
������ ������ G � ����� E 6= 1

	 ��������� ��
������ �� G� ��
��������� �
P � ���� ���
��

���������� ��
������ �� P ���� p�

������������� 
��������� �
G ��� ���
�� ���������� ��
������ �� E ���� p�

�������������
��������� �
G� �� ������ G p�

�������������
6����
 G �
���
���� 
����������� �� ���� ���� ����������

��������� P1, P2, . . . , Pt
� �
��� ��� Pi � �������
� pi���������
 ������

G "��� p1 > p2 > . . . > pt � �
������� ������� �������� |G|# �
P1P2 . . . Pk

����
���
 � G ��� ���� k = 1, 2, . . . , t �

:�
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� ��������
���

 %���� �� �$����$�� 
�

Q�
$����""�� ���%����

�#�����	��� ������ � )��� ��)����� Q��	)�����
�)���&��

-
������� ��� ��������
 HsG
� ���������
� ����� ����

��������
�� ������ H � ������� S���
������
���� � G � �
���
����
s�

�
�� ��������� H � ������ G � )�� ������� 	��� ���������
��� �
	��� 0�-� $��	� �<'&!� ��� �
��� 	��� �
��������� ����������
s����� ��� �������� �
������� ��
���� ������*������� �������� �
���� ��
�� � �
	��� � ����� ����������������� �	�	����� S���
������
����� ���������

�#�#�# ����	��� ����� H � ��������
 �������� ������
G � 7���
 H �
���
���� Q�

��������� �
G � ���� � G ���������� �
�
���
������
���
� ��������
 T � ��� HT = G � T ∩ H ≤ HsG

�
2���� ������� ��� ����
� S���
������
���
� ��������
 ��������

Q����������� 
�������� ��������� �������
�#�#�#�����������H 	S �

�������������� ��
������ ������
G � ���
� HsG = H � � � ��� G = HG � G ∩ H = H = HsG �

$�����
������� ����
� S���
������
���
� ��������
 ��������
Q����������� / �
�������� ��
������
���
� ��������
 �
��� ��������
Q�����������,�� ���� �
���� �����
�� ��
��
 Q���������� ������������
����� �
� �
���
���� c�����
����� ���������� -
������� �����������
 H ������ G �
���
���� c�����
����� � G � ���� � ������ G���������� �
�
� ����
���
� ��������
 T � ��� G = HT � T ∩ H ≤ HG

"*�� �< <!� /
�� �:;�!#� 
�������� ��������� ������� ���
���
�������� ������� Q������������ �	�	�
�� ������� c�����
��������
�#�#�#������ ����H 	 c���������� ��
������ �

G � T �����
��������� �

G ��
������� ���G = TH � T ∩H ≤ HG � ��H ��������
Q�

��������� �
G ��
������� ���
� HG ≤ HsG �

$�������� ������� ������ ���
���
��� ��� � �	��� ����
�
��������� ���� Q���������� �������� ���� ��������
 ����
S���
������
����� �������� � ��������
 ���� c�����
����� ���������

�#�#�# ������ ����� P = Mm(2) =< x, y|x2m−1

= y2 = 1, xy =
= x1+2m−2

>� �
� m > 3 � � ����� A =< x >� B =< y > � ���
� P = [A]B

� |B| = 2 � ���
� �			� �� 	
	�� Z(P ) 	 ����������� ������ ����
�� 2m−2 �
:�

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



����� ��� B 	 ��������� ��
������ �
Z(P )B � ����� Z3 	 ������

�������� ����
�� � � G = Z3ıP = [K]P � �
�
K 	 ���� �����������

��������� G � ���
� ��
������ A �������� Q�

��������� �
G� �� ��

S �

�������������� � �� c���������� �
G �

*����� �
�	���� �	��� �������
 Q���������� ���������
�#�#�#���� �<<� <&� <'!� ����� G 	 ������ � H ≤ K ≤ G � ���
�
"<# ���
������� ��� H 	 ��������� �

G ��
������� ���
�
K/H Q�

������� �
G/H ���
� � ������ ���
�� ���
� K ��������

Q�

��������� ��
������� �
G�

":# ���� H Q�

������� �
G� �� H Q�

������� �
K �

"�# ���
������� ��� H �������� �
G � ���
� ��
������ HE/H

Q�

������� �
G/H


�� ���
�� Q�

��������� �
G ��
������ E ��������� (|H|, |E|) = 1�

"�# ���� H �������� S �

�������������� ��
������� �
G� �� H

Q�

������� �
G�

"�# ����� H 	 p�

��
������ 
�� ���������� �������� p �
���
������� ��� H Q�

�������� �� �� S �

������������� �
G � ���
��

G ������ ����� ��������� ��
������ M � ��� |G : M | = p

� G = HM ��)(����	
���)# "<# ")��)���)��
# ������������ ������������ ��� K/H �������� Q���������� ���������� � G/H � � ����� T/H
� ��
������
���
� ��������
 � G/H �
�
�� ���

(K/H)(T/H) = G/H � (T/H) ∩ (K/H) ≤ (K/H)s(G/H).

�� ����� <�&�:"�#� T/H ��	����
���
 � G/H � �� ����� <�&�<":#���������
 T ��	����
���
 � G � $ ������ �������� �� �����
KT = G � T ∩ K ≤ KsG,

����� ����� <�&�< "�#� $�����
������� ��������
 K Q�������
 � G ��)����)��)��
# 7����� ������������ ��� ��� ���������
��
������
����� ��������� T �� G �� �����

KT = G � T ∩ K ≤ KsG.

7���
 �� ����� <�&�<"<#� HT �������� ��	����
����� ���������� � G �������� �� ����� <�&�<":#� HT/H ��	����
���
 � G/H � $ ��������������
(HT/H)(K/H) = G/H

�
(HT/H) ∩ (K/H) = (HT ∩ K)/H =

:�

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



= H(T ∩ K)/H ≤ HKsG/H = KsG/H = (K/H)s(G/H),
�� ����� <�&�< "�#� 7
��� �	�
����K/H Q�������
 � G/H �

":# ����� T � ��
������
���
� ��������
 � G �
�
�� ���

HT = G � T ∩ H ≤ HsG.

7���

K = K ∩ HT = H(K ∩ T )

� K ∩ T ��
������
���
 � K � �� ����� <�&�< ":#� �� ������ ���
(K ∩ T ) ∩ H ≤ HsG ≤ HsK.

$�����
�������H Q�������
 � K �
"�# ������������ ��� E Q�������
 � G � � ����� T ���
������
���
� ��������
 � G �
�
�� ���

ET = G � T ∩ E ≤ EsG.

*��������H ≤ T � ��
���

T ∩ HE = H(T ∩ E) ≤ H(EsG) ≤ (HE)sG.

$�����
������� HE Q�������
 � G � $���
��� ":#� HE/H ��������
Q���������� ���������� � G/H �

"�# ����� H � S���
������
���
� ��������
 ������ G � 7���

HsG = H � � �� �����

G = HG � G ∩ H = H = HsG.

��
��H Q�������
 � G �
"�# $���
��� �������� � ������ G ������� ��������
 T �
�
�� ���

HT = G � T ∩ H ≤ HsG.

�� ����� <�&��� ��������
 T ��	����
���
 � G � � ������ T ≤ K � ���
K � �������
� ��	������
� ����
���
� ��������
 ������ G � 1�
����
G/K � p������
� � ������ � G ������� ����
���
� �
����
���
���������
M �
�
�� ��� HM = G � 2���
 ���
�
�
�

:&
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�#� "()�)�� ������� 	���
*������ ��������� ������� Q���������� ���������
�#�#�# ���� �<�:!� ����� N 	 ����������� �������

��������� p�

��
������ ������ G � ���
������� ��� � ������ N

������ ����� ��
������ D � ��� 1 < |D| < |N |� � ���
�� ��
������
H

������ N � ����
�� ������� ����� ����
�� ��
������ D � ��������
Q�

��������� ��
������� �
G � ���
� ��������� ����������

��
������ �� N �������� �
G ��)(����	
���)# ������ ������������ ��� �������
�

��������
 H �� N � |H| = |D| �� �������� S���
������
����� � G ���������� �� �������� H � Q��������
� � G ��������
� ��� ����
�������� :�<��"�#� � ������ G ������� ����
���
� ��������
 T �
�
�� ���

|G : T | = p � HT = G.

7���
 NT = G � � ������ T ∩N � �
����
���
� ��������
 ������ N �
�����
�� ��������� ����
���
 � G � $�����
������� �� ����� ����
������ �
��
� ��������
 H ������ N � �������� |H| = |D| ��������
S���
������
����� � G ������M � �
����
���
� ��������
 � N � ��������� M ��������������������� ��������� S���
������
����� � G �������� ������ N �
�� M S���
������
���
 � G � /���� ����� <�&���

Op(G) ≤ NG(M),

� ������
|G : NG(M)| = pa ��� ���������� a ∈ N.

1�
���� ���� M1, . . . , Mt � ��������� ���� �
����
����� �������������� N � �� p ����� t � ��� ������������ �<�%� ��
�
 ���� ����
 '��"�#!�2���
 ���
�
�
�
�#�#�# ���� �<�:!� �����

F 	 ���������� ����������
������� ��� ������������� ������� � ����� G 	 ������
� ��������

F�

����
����� P = GF � ���
������� ��� ���
��
���������� ��
������ ������ G� �� ��
������� P � �����
�����
F � ���
� P = GF 	 p�

������ 
�� ���������� �������� ����� p� � �������
�� ����������� ��
������ ������ P �������� ����
�� � ����
�� �
����� p = 2 � P 	 ���������� �������� �� ������ p�

��������������
��������� �
G� Q�

������� �
G� �� |P/Φ(P )| = p ��)(����	
���)# $���
��� <�&�<:� P = GF � p������
��� ���������� �������� ����
 p � � ���
������� ���������
: 
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������������ "<# P/Φ(P ) � ��
���� �
���� ������ G � ":# P �����
��������� p ��� ��������� � "���� p = 2 � P � ��
	����
� �����
#������������� ��� �
��
� ���������
� ��������
 ������ P ��������������
 � ������
 � "���� p = 2 � P � ��
	����
� �����
#� �� �����
�
p��������������� ��	
������ � G � Q�������
 � G � ����� Φ = Φ(P )� X/Φ � ��������
 � P/Φ �������� ������


x ∈ X�Φ � L = 〈x〉.

7���
 ��	� |L| = p � ��	� |L| = 4 � � ������� �� �������� ��	� L �����
p�������������� ��	
������ T � G � ��	� ��������
 L Q�������
 � G �/ ������ ����
� �� ����� �������
�
��� ��� T 6= G � � ������ TΦ 6= G ���������� Φ ≤ Φ(G) � $�����
������� LT = G

� (TΦ/Φ)(LΦ/Φ) = (TΦ/Φ)(X/Φ) = G/Φ.

1�
����
|G/Φ : TΦ/Φ| = p,

� ��������� G/Φ = (P/Φ)(TΦ/Φ) � �� |P/Φ(P )| = p �7����� ������������ ��� L �������� Q���������� ����������� G � ������ ��������� ��� L �� �������� S���
������
��������������� � G � 7���
� �� ����� :�<��"�#� �����
 G ����� ����
�������������� T �
���� ���

LT = G � |G : T | = p.

/ ��� ����
� L " T � $ ������ �������� �
� �
� G/T � p������
� ��
L ≤ P ≤ T �� �������� 5
���� ������������ ���
���
��� ��� ��������

L �������� S���
������
����� � G

� LΦ/Φ = X/Φ

�������� S���
������
����� ���������� � G/Φ � �� ����� <�&�:":#�7������ �� ����� :�:�<� �� ����� �
�������� ��� |P/Φ(P )| = p � 2���
���
�
�
�
5��
��� ��������� ������ �����
� ���
��	����

��� ���
�
�������
 ������� :�����
�#�#�# ���� �<<!� ����� p 	 ��������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �
G �

���� ���
�� ��������� ��
������ �� P ∩ G′ � �� ������
p�

�������������� 
��������� �
G� �������� Q�

��������� �
G�

� � ������� ���
� p = 2 � P ���� ������ ���������
:'
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Q8 � ���
�� ����������� ��
������ �� P ∩ G′ � ����
�� 4� ��
������ p�

�������������� 
��������� �
G� Q�

������� �
G� �� G

p�

��������������)(����	
���)# ������������ ��� ����
 �� ����
� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	����
 ��������� �
���

"<# � ������ G ��� ����� ��������� ���������� ��
������
M � ��� |G : M | = p ������ M � ����
���
� �
����
���
� ��������
 � G �
�
��
��� |G : M | = p � 7���
 M ������������� ������� �
��� ��������
5������������� �
� �
� Mp = P ∩ M � �������
� p���������
 � M �
��

Mp ∩ M ′ ⊆ P ∩ G′.
����� ������ K � ����������
� �����
���
� ��������
 �� Mp ∩ M ′ �
7���
� ����
��� ������� �������� ��	� K ����� p����������������	
������ T � G � � ��� ����
�

M = M ∩ KT = K(M ∩ T ),

��� M ∩ T � p�������������� ��	
������ � ��������� K � M � ��	�
K Q�������
 � G � 
 ��
���� ����
��� ����� :�<��":#� ��������
 K�� Mp ∩ M ′ Q�������
 � M � ����������� ������� ��� Mp

�����
������ ���������� Q8

� 7���
 P ����� ����� ������ ����������
Q8
� $�����
������� ����� ������� ������� � �
 �����
��� ����� ���

���
�
�� ����� �
��
� ���������
� ��������
 �� Mp ∩ M ′ � ��������
�� �� �����
� p��������������� ��	
������ � M � Q�������
 � M ���
�� ������� ������� �
��������� ���������� M � |M | < |G| ������� M � p������������
� �����
� 7���


M = [Mp′]Mp.

7
� �
� Mp′
�������� �
�
�������������� ���������� � M �

�����
� ����
���
 � G � �� ��������� Mp′ � ������
 p′���������
������ G � �� G � p������������
� �����
� ���������� ���������������
���
�� ����������� "<#�
":# Op(G) = G ������ Op(G) 6= G � 7���
 �� ����� �
��������� �����������

�
���������� G/Op(G) � ����� M/Op(G) � �
����
���
� ��������
� G/Op(G) � 7���
M �������� �
����
����� ���������� � G �
���� ���
M ����
���
 � G � |G : M | = p � ��� ������������ "<#�

"�# ��� ��������� ��
������ �� P ∩ G′ � �� ������
p�

�������������� 
��������� �
G� S �

������������� �
G� � ���� P

:%
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���� ������ ��������� Q8 � �� ���
�� ����������� ��
������ ��
P ∩ G′ � ����
�� �� �� ������ p�

�������������� 
��������� �
G�

S �

������������� �
G ������ A � �����
���
� ��������
 �� P ∩ G′ � A �� �����

p����� ���������� ��	
������ � G � 7���
� ����
��� ������� ����������������
 A �������� Q���������� � G � 5�������� ��� A ��
�������� S���
������
����� � G ����������� 7���
� �� ����� :�<��"�#����������� �
����
���
� ��������
M �G �
�
�� ���M � ����
���
���������
 �� G � |G : M | = p � ��� ������������ �����������
"<#� 1�
���� ����
� �����
���
� ��������
 �� P ∩ G′ � �� �����
�
p��������������� ��	
������ � G � S���
������
���
 � G � ,��� ��
P ����� ������ ���������� Q8

� �� 
�
������� ����� ���
�
��� ���
�
��
� ���������
� ��������
 �� P ∩ G′ � �������� �� �� �����
�
p��������������� ��	
������ � G � S���
������
���
 � G �

"�# ������ G �������� ������� ��
���7
� �
� ������� ������� ����������� �
 ��������� ������ G � ����� ��	�������� ��������� ������ G p�������������� 
 �
�
 �����

G �� p������������
 ����
��� ��	��� ������ G � / ���� ��������< &� ������
 <;����! �� ������ ��� G �����
 	��� �����
�������������������� ������� � G = [P ]Q � ��� Q � ���������
� �������
�
q���������
 �� G � q 6= p �

"�# ��� ��������� ��
������ �� P ∩ G′ � �� ������
p�

�������������� 
��������� �
G� �������� �

G� � ���� P

���� ������ ��������� Q8 � �� ���
�� ����������� ��
������ ��
P ∩ G′ � ����
�� �� �� ������ p�

�������������� 
��������� �
G��������� �

G ������ A � �����
���
� ��������
 �� P ∩ G′ � �� �����
�
p��������������� ��	
������ � G � $���
��� ����������� "�# � �����<�&��� �����

Op(G) ≤ NG(A).1�
���� � ���� ":# ��������
 A ����
���
 � G � ,��� P ����� ���������������� Q8
� �� � �
��
� ���������
� ��������
 �� P ∩ G′

� �������� �� �� �����
� p��������������� ��	
������ �G � ����
���
� G �
"&# ������ ��
������ A �� P � ������ ����
�� p� ��
�������� ������ ������ G ������ A � ��������
 ������ P � �����
� ������� p � 7���


Aut(A) � �
� �����
 
������������ ������ �������� ������
 p ���������
����������� ������
 p− 1 � 7
� �
�� ����
��� "�#� ��������
 A ������������
����� � ������ G � ��

NG(A)/CG(A) = G/CG(A) ' T ⊆ Aut(A).
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-� p � �
�������� ������� �������� ������
 ������ G � 1�
����
CG(A) = G �

" # P �� ���� ������ ��������� Q8 ������ P ����� ������ ���������� Q8
� Φ = Φ(P ) � X/Φ ���������
 �������� ������
 � P/Φ

x ∈ X/Φ � L =< x > .

7���
� ����
��� ����� <�&�<:"�#� ��	� |L| = p � ��	� |L| = 4 � � ������� ��������� �������� ��	� L ����� p�������������� ��	
������ T �G � ��	���������
 L Q�������
 � G � / ������ ����
� �� ����� �������
�
������ T 6= G � � ������ ��������� Φ ≤ Φ(G) � �� TΦ 6= G � 7
� �
� LT = G ���
(TΦ/Φ)(LΦ/Φ) = (TΦ/Φ)(X/Φ) = G/Φ.

1�
���� |G/Φ : TΦ/Φ| = p � � ���������

G/Φ = (P/Φ)(TΦ/Φ),

�� |P/Φ(P )| = p � /� ������ ����
�� � ���� "�#� L � ����
���
���������
 � G � 1�
����X = LΦ ����
���
 � G � /���� ����� <�&�<:"
#������
X/Φ = P/Φ � |P/Φ(P )| = p.

$�����
������� P/Φ ≤ Z(G/Φ) "��� ���
�
�������� "&##� � ������
GN ⊆ Φ � ��� ������������ ����� ���

Φ ⊂ GN = P.

�������������� �������������/���� " #� P �� ����� ������ ���������� Q8
� 7���
� �� �����

<�&�'� �� �����
Ω1(P ) ≤ P ∩ GN ∩ Z(G) = P ∩ Z(G) = 1,

�������� ������������ ����������� "&#� ��� � �
����
��
���
�
�������� ������

�#� ������� ������	��)��� ��&��� �������)�
�)���'��

*������� �������
� �
	��� 0�-� $��	� � *�/� 7����
 ��;!
������
�� ��������� �	�	������
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�#�#�# �)��� �<�:!� �����
F 	 ���������� ����������
������� ��� �������������� ������� � G 	 ������ � ���������

��
������� E ������ ��� G/E ∈ F � ���
������� ��� ���
��
������������� ��������� ��
������ P �� E ���� ��
������ D ��������� 1 < |D| < |P | � ��� ��
������ H �� P � ����
�� |H| = |D|

� ���
�� ����������� ��
������ �� P � ����
�� 4 ����� |D| = 2

� P 	 ��������� 2�

�������� �� ������ ��������������� 
���������� ������ G� Q�

������� �
G � ���
� G ∈ F �

-� ������ �� ���
��� ��������� �
��� ������� �������� �����
�� ��
���� �
��� � ���
�
�������� ������� :���<�

�#�#�# �)��� �<�:� <&!� ����� G 	 ������ � ���������
��
������� E ������ ��� ������������ G/E p�

������������ � p
� ��������� ������� 
������� ����
�� |G| � ���
������� ���
��������� p�

��
������ P �� E ��
����� ����� ��
������ D � ���
1 < |D| < |P | � ���
�� ��
������ H �� P ����
��� ������� ����
��
��
������ D � � ���
�� ����������� ��
������ �� P � ����
�� � �����
|D| = 2 � P 	 ��������� �

�

�������� �� ������ p�

��������������
���������� �������� Q�

��������� �
G � ���
� G p�

��������������)(����	
���)# ������������ ��� ������
 �� ����
 �
�
�������� ������������ ��� �������� |G||E| �����
�����

"<# Op′(E) = 1.������������ ��� Op′(E) 6= 1 � � �
�������� �
����������
G/Op′(E) � ���
���� ��� G/Op′(E) ������������� �������� �
������������� ������� ������� p ����� ������� ������E � ��
����p ������������ ������ E/Op′(E) ������ P ∗/Op′(E) �������� ��������� p����������� � E/Op′(E) �
P � �
�
� �������
� p���������
 ������ P ∗ � ��� P ∗ = POp′(E) � 7���

P �������� ��������� ���������� � E � ������� �� ��������� P �������������� D �
���� ���

1 < |D| < |P |,
� �
��
� ��������
H �� P � �������� |H| = |D| � �
��
� ���������
���������
 �� P � �������� � "���� |D| = 2 � P � ��
	����
 :������
#��	� ����� p�������������� ��	
������ T � G � ��	� Q�������
 � G ������ H∗/Op′(E) ��������
 � P ∗/Op′(E) � �������� |H∗/Op′(E)| = |D| �7���


H∗ = [Op′(E)]H,
��� H �������� ��������� p����������� � H∗ � ����� ��� |H| = |D| � ���	�

H∗/Op′(E) = HOp′(E)/Op′(E)
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����� p�������������� ��	
������

TOp′(E)/Op′(E) ' T/(T ∩ Op′(E))

� G/Op′(E), ��	�� ����� ����� :�<��"�#� �������� Q����������� G/Op′(E) ���
�� (G/Op′(E), E/Op′(E)) ������������� �������� �
���
�������� / ���� �����
������� (G, E) �� ������ ��� G/Op′(E)
p������������
� � ������ G � p������������
� �����
� ��������������� ��	��� ������ G �

":# ���� E = G� ���� E = P ������������� ��� P 6= E 6= G � ���
���� ��� ������� ����������
������� ��� �
�� "E �E #� ����� P � �������
� ��������
 � E � ���������� P ����� ��������� D �
���� ���

1 < |D| < |P |,

� �
��
� ��������
 H ������ P � �������� |H| = |D| � � �
��
�
���������
� ��������
 �� P � �������� � "���� |D| = 2 � P � ��
	����
:������
# ��	� ����� p�������������� ��	
������ T �G ���	�Q�������
� G � ����� ����� ����� ������ ����
�� 7
� �
�

E = E ∩ HT = H(E ∩ T ),

�� E ∩ T 	 p�������������� ��	
������ ��� H � E � /� ������ ����
������� ����� :�<��"�#�H 	 Q��������
� � E ��������
���
�� �������
 ����������� ��� (E, E) � E p������������
����
��� ��	��� "G � E #� -�� ����
��� "<#� Op′(E) = 1 � $�����
�������
E = P � �������������

"�# Op′(G) = 1 �5�������� ���
V = Op′(G) 6= 1.

7���
� ����� "<# � ":#� E = P � $���
��� ����� :�<��"�#� �������
����������� ��� (G/V, EV/V ) � � ������� �� ��	��� �
�� (G, E) � �����
G/V � p������������
� �����
� 7
��� �	�
���� G p������������
��������������

"�# |D| > p ������������� ��� |D| = p � ������ ���
���� ��� G �� �����
p��
������� ���������  ����
 ���


H = [Hp]Hq
� ��� Hp ≤ E.

5������������� � ��������� ����
�� �� ����� :�<��"�#� �
��
�
���������
� ��������
 �� H � �������� p � �������� 4 "���� Hp
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��
	����
 2������
#� �� �����
� p��������������� ��	
������ � H �
Q�������
 � H � 7���
� �� ����� :�:�:�

|Hp/Φ(Hp)| = p,

��� ������������ �����
������� p �7����� ������������ ��� E = G � 7���
� ����
��� "<#� G ���������� p�������������� �� ��
���� ����� p��
������� ��������� ����
� ������������� $�����
������� E = P � ����� L = GF � ���
F � �
������
� ����
���� ������
�
� ��� p�������������� �������� Φ = Φ(L) � �������� ��� L ≤ E � ����� M � �
����
���
� ��������
������ G � �� ������
�
� L � 7���
 �
���������


G/E ' M/M ∩ E

�������� p�������������� � ������� ������� ���
������� ���M � 7���

M p������������
� �� ��	��� ������ G � � ������� ����
��� �����:�:�:� ����� ����� |L/Φ| = p � 1�
���� �� ����� <�&�<<� �
���������

G/Φ p������������
� -� ����
 L ≤ Φ � � ������ L = Φ � �������������$�����
������� |D| > p �

"�# ���
������� ��� |P : D| > p � ���
� G �� ����
��������� ���������� ��
������ M ������ ��� |G : M | = p

� G = MP ������ G ����� ����
����� �
����
����� ��������� M� �������� |G : M | = p.
7
� �
� |P : D| > p � �� ������� ������������������ ��� G ������������ ��������� E ∩ M � �� ����� :�<��"�#�-�

|G||E ∩ M | < |G||E|,
��� ������������ ��	��� (G, E) � $�����
������� ����� "�#�

"&# ���
������� ��� |P : D| > p � ���
� ���
�� ��
������
H

������ P ����
��� ������� ����
�� ��
������ D � �� ������
p�

�������������� 
��������� �
G� S �

������������� �
G ������������� ��� P ����� ��������� H �
���� ��� |H| = |D| �� H �� ����� p��������������� ��	
������ � G � �� ��������

S���
������
����� � G � 7���
� �� ����� :�<��"�#� G ����� �
���
����
����� ��������� M � ���

HM = G � |G : M | = p,

��� ������������ "�#� $�����
������� �
��
� ��������
 H ������ P������
� �
����� ������� ��������� D � �� �����
� p�����������������	
������ � G � S���
������
���
 � G �

��
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" # ��� ���
�� ��������� ��������� ��
������ N
������

G� ��
��������� �
P � ���� ���� |N | ≤ |D| ������������� ��� |D| < |N | � ,��� �������
� ��������
 H �� N� �������� |H| = |D| ����� p�������������� ��	
������ T � G � ��

TN = G � T 6= G

�� ��	��� G � $�����
������� N ∩ T �������� ��	�������� ��������������������� � N � ������

N = N ∩ HT = H(N ∩ T ).

*�������� ��� N ∩ T 	 ����
���
� ��������
 � G � ��� �����������������
������� N � $�����
������� �
��
� ��������
 H �� N� �������� |H| = |D| �������� Q���������� � G � � ������� �� �����:�:�<� �������
� �
����
���
� ��������
 �N �������� ����
����� �G ���� ����������� 7
��� �	�
���� �� ����� " #�
"'# P �������� ��������� ��
������� ������ G �)�� �������� � ����
�� ����
 E = G � 7���
� ����� ":#� �� ��������
�
��� ��� E = P � ����� Gp

	 �������
� p���������
 � G � Q 	
�������
� q���������
 � G � ��� q 6= p � 5�������� ��� P 6= Gp

� 7���


|PQ| < |G|,

�� ����
��� ����� :�<��"�#� �������
 ����������� ��� �
�� (PQ, P ) �$�����
������� ����� ��	��
 �
�� (G, E) ��������
 PQ �����������
�� ������ Q ≤ CG(P ) � 7����� �����

1 = P0 ≤ P1 ≤ . . . ≤ Pt = P,

��� Pi+1/Pi
�������� ��
���� �
������ � Gp

� i = 0, 1, . . . , t − 1 � 7���

Pi+1/Pi

�������� ��
���� �
������ � G � ������ P ≤ Z∞(G) � -� ����
�����
 G p������������
� ��������� G/P = G/E p������������
� ��������������� ��	��� ������ G � $�����
������� P = Gp
�

"%# ���
������� ��� p = 2� |P : D| > 2 � ��������� ��
������
H

�
P � ����
�� 4 ���� 2�

������������� 
��������� T
�

G � ���
�
H �������� ������������� ��
�������� G/TG ' A4 � ���
�� ��
�������

H � ����
�� 2 �� S �

������������� �
G � TG

�������� 2�

��������7
� �
�� ����� "�#� O2′(G) = 1 � ��� �� ����� <�&�<"&#� �����
O2′(TG) = 1.

1�
���� TG
�������� 2��������� 
���
����
� ������
������ G/TG�
 ��
��� ������� ��
��� �� T/TG

� �� ������ ��� G/TG
��������
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��������� ��������� D �������������� ������ S4
������� 4 � $���
���

"�#� G �� ����� ��������� M � �������� |G : M | = 2 � ������
D 6= S4

� ��
�� D � ��	������
� ��������
 ������ S4
� �� �����
�

��������� R � �������� |D : R| = 2 � 1
������ ��� S4
����� ���

��
��
 �
����
����� ��������� ������
�������� ������� ��������M1

� �������
� 2���������
 ������ S4
�M2 = [C3]C2

� A4
� �������� ���

D � Mx
1
��� ��	��� x ∈ S4,

��
�� G �������� 2�������� �� ������
������� G p������������
� ��������������� ��	��� ������ G ������ ������ D �������� ��	�������� ���������� ������ M2
�

7���
 |D||2 ��� |D||3 � ,��� |D||2 � �� �����
 G �������� 2���������� ������
������� G p������������
� ������������� /� ������ ����
������ |D||3 � �� G = T � p������������
� �����
� �������������1�
���� D = M2
� �� ����
 �����
�� ������������ "�#� $�����
���������	� D �������� ��	�������� ���������� ������ A4

� ��	� D = A4
�

,��� D �������� ��	�������� ���������� ������ A4
� �� |D||2 ���

|D||3 � / ������ ����
� �����
�� ������������ ��	��� ������ G �
 �� ������ � ������������ ����������� "�#� 7
��� �	�
����
G/TG ' A4.

����� ��� T �������� �
����
����� ���������� ������ G �

H ' HTG/TG

� �����������
� ��������
� 5�������� ��� �������
� ��������
 V � H� �������� 2 S���
������
���
 � G � � ����� Q 	 �������
� 3���������
� T � 7���
 V ≤ NG(Q) � $ ������ �������� �
� �
� T 	 2������������
������
 � |T | = 2n3 � �� T ≤ NG(Q) � $�����
�������
|G : NG(Q)| = 2,

��� ������������ "�#� ��
�� ����� "%#�
"<;# ���� P � ��������� 2�

������ � |P : D| > 2� �� |D| > 4 �7
� �
� P 	 ��
	����
 2������
� ��
 ����� ����������� ���������
H = 〈x〉 � �������� 4 � 5�������� ��� |D| = 4 � 7���
� ����
��� "&#��
��
� ��������
 �� P � �������� 4 � �� �����
� 2�����������������	
������ � G � S���
������
���
 � G � $�����
������� ����� "%#�
H �������� S���
������
����� ���������� � G � 7
� �
� 〈x2〉 �
�
�
������������
� � H ��������
� ��

Op(G) ≤ NG(〈x2〉).
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������ ��������
 〈x2〉 �������� S���
������
����� � G � �� �����<�&��� 7����� �
������ ���� ���� G ����� ��������� V = A × B� �������� 4 � ��� |A| = 2 � A S���
������
���
 � G � ����
 B � V�
��� S���
������
���� � G � 5������������� ����
��� "%#� V ��������
S���
������
����� � G � $ ������ �������� �� ����� <�&��� ��� �
�����
2′�������
 z ������ G �����

z ∈ CG(A) � z ∈ NG(V ),

������ z ∈ CG(B) � $�����
������� B S���
������
���
 � G � 1�
�����������
� ��������
 Z �� Z(P ) � �������� |Z| = 2 ��������
S���
������
����� � G � ������ �
��
� ��������
 �� P � ��������
2 �������� S���
������
����� � G � ��� ������������ "%#�

"<<# ���� N 	 ������� ��������� ��������� ��
������ �
G���
��������� �

E � ���
� �������� ����������� 
�� (G/N, E/N) �,���
��	� p > 2 � |N | < |D|,
��	� p = 2 � 2|N | < |D|,
��	� |P : D| = p,

�� ����������� ��������� ����� |P : D| > p �

��	� p > 2 � |N | = |D|,

��	� p = 2 � |N | ∈ {|D|, 2|D|}.
$���
��� "&#� �
��
� ��������
 H �� P � ��������

|H| = |D| � �� �����
� p��������������� ��	
������ � G � ��������
S���
������
����� � G � .���� ����� ����� "�#� |D| > p � 5����������� |N | = |D| � 7���
 N �������� ������������� ������������� ������
������� �
��
� ��������
 �� G � ������
�
� N � �
���
�����������
�� �����

N ≤ K ≤ P � ��� |K : N | = p.

7
� �
� K � �����������
�� �� ��
 ����� �
����
����� ���������
L 6= N � ,��� ���
 �� �������� L ��� N ����� p����������������	
������ � G � �� K ����� p�������������� ��	
������ � G �/ ��������� ����
��K = LN �������� S���
������
����� ����������� G � �
� �
� ��
 �������� ������������� ���� S���
������
�������������� 7
��� �	�
���� ���� P/N 
	����
� �� �������
 �������������� (G/N, E/N) � �� ����� :�<��":##�

� 
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7����� ��������� ��� P/N � ��
	����
 2������
� 7���
 P ���
	����
� ������ |D| > 4 � ����� "<;#� �����
N ≤ K ≤ V � ��� |V : N | = 4 � |V : K| = 2.

����� K1 � �
����
���
� ��������
 � V �
�
�� ��� V = K1K
�

5�������� ��� K1 ���������
��
7���
 N * K1

� ������ V = K1N
�

��� ������ |N | = 4 � -� ����
 |D| = 4 � ������������� $�����
�������
K1 � �����������
� ��������
� �� �
� ���
�
�� ����� K1

��	�
S���
������
���
 � G � ��	� ����� 2�������������� ��	
������ � G �7
��� �	�
���� ����
 ��������� ��� �������
 ����������� ���
(G/N, E/N) � �� ����� :�<��":#�7����� ��������� ��� |D| = 2|N | � ,��� |N | > 2 � ��� �
� � ���������� ���
�
��� ��� �
��
� ��������
 �� P/N � �������� 4 ����������	� Q���������� � G/N � ��	� ����� :�������������� ��	
������� G/N � 5�������� ��� |N | = 2 � P/N � ��
	����
 �����
� 7���
 P ���
	����
 �����
 � |D| = 4 � ��� ������������ "<;#� $�����
������������ "<<#�

"<:# E = G �5�������� ��� E = P � N � �����
���
� ����
���
�
��������
 � G � ������
�
��� � E � 7���
� �� "<<#� �������
 �������������� (G/N, E/N) � $�����
������� ����� ��	��
 �
�� (G, E) � G/N
p������������
 � N * Φ(G) � /���� "�#�N 	 ����������
� �����
���
�
����
���
� ��������
 ������ G � ���
��� ������� ��� N = Op(G) �5������������� ����� M 	 �
�
� �
����
���
� ��������
 � G � ���

G = [N ]M.

7���

Op(G) = Op(G) ∩ NM = N(Op(G) ∩ M).

���������
Op(G) ≤ F (G) ≤ CG(N),

�� �����
��� ��� Op(G) ∩ M 	 ����
���
� ��������
 � G � � ������

Op(G) ∩ M = 1.

$�����
�������N = Op(G) = P � ����
��� "'#� -�� ����� ����� :�:�:� ������������� ��������� P 	 �����
���
� ����
���
� ��������
 � G �7
��� �	�
���� ����� "<:#�
"<�# �

�������� ���������� ��
������ �� P �� ����
p�

�������������� 
��������� �
G "������� �� "'# � ����� <�&�<'#�

"<�# G �������� p�

��������� ��������
�'
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$���
��� "<<#� ���	������ ������ ���
�
��� ��� PG 6= 1 ������������� ��� �� �� ������ 7���
� ����� ���� <�&�<"&# � <�&�:"�#��
��
� ���������
� ��������
 �� P �� �������� S���
������
������ ������ G � ������ ������������ ���

|P : D| = p.
/���� "<�#� �� ��
���� ����� ���
 �
����
���
� ��������
 �� P � ��
���
M � �� ����� p��������������� ��	
������ �G � ���������MsG = 1 � �� ��������� M ����� ��	����
����� ���������� T � G � 7���
 Tp′

��������
��	����
����� ���������� � G � -� Tp′ = Gp′ � ������
 p′���������
������ G � ������� �� ����� <�&�<"�#� �
 ��������
 ����
���
 � G �$�����
������� G p������������
� ������������� $�����
������� ������� ������������� ���

|P : D| > p.
/ ��� ����
�� ����� "&#� �
��
� ��������
 H �� P � ��������
|H| = |D| � �� �����
� p��������������� ��	
������ � G � ��������
S���
������
����� � G ����������� )�� ������� ��� �
��
� ��������

H �� P � �������� |H| = |D| ����� p�������������� ��	
������ � G �� ������ �
��
� �
����
���
� ��������
 � P ����� p����������������	
������ � G � ������������� 7
��� �	�
���� ����� "<�#��������������� ������������������ N � �����
���
� ����
���
� ��������
 � G � 7���
� �����
"<#� "<�# � "<�#� N ≤ P � $�����
������� �� "<<# � ��	��� ������ G �
�
���������
 G/N p������������
� 7
��� �	�
����

N 6⊆ Φ(G) � N = Op(G) = F (G)

�������� ������������ �����
����� ����
����� ���������� ������ G �5�������� ��� |P : D| = p � � ����� M 	 �
����
���
� ��������
 � G�
�
�� ��� G = [N ]M � 5�� �
���� �
����
����� ��������� A �� P �������
��� N � ����� AM = G � ������ M ' G/N � p����������������	
������ � A �G � 7
��� �	�
���� �������
� �
����
���
� ��������

V �� P � �� ������
�
� N � �� ����� p��������������� ��	
������ � G �$�����
������� �� �������� V �������� Q���������� ���������� � G ������ L = VsG

� T � ��
������
���
� ��������
 � G �
�
�� ���

V T = G � T ∩ V ≤ L.
5�������� ��� L = 1 � 7���
 |T | = pqb �� ����� �<�%� ��� ����
 :�'!� T
p������������
� ��� ������������ ��	��� ������ V � ��
�� L 6= 1 � ������
� <�&�<"&# � <�&�:"�#�

L ≤ Op(G) = N.
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$�����
������� L ≤ N ∩ V �5�������� ��� N ≤ T � 7���


T ∩ V ≤ N ∩ V ≤ T ∩ V,

� ������
T ∩ V = N ∩ V.

7
��� �	�
���� ��
T ∩ V ≤ L ≤ N ∩ V

������ ��� T ∩ V = L � ����� ��� N ∩ V � ����
���
� ��������
 � P �$ ������ �������� L = N ∩ V �������� S���
������
����� � G����������� � ������ ��� ��	�� ��������� q���������� Q �� G �����
Q ≤ NG(L) � )�� ������� ��� L � ���������
� ��������
 � P � �����
�����
���
 � G � $�����
�������

N ≤ L ≤ V,

��� ����������� 1�
���� N * T � 7
� �
� T ��	����
���
 � G ���
 �������� ��� ��������� q���������� �� G � �� ����� <�&�<"%#�$�����
������� G/TG � p������
� 7
��� �	�
����

G ' G/N ∩ TG

�������� p�������������� �������� �������������������� �� ����� �������
�
��� ��� |P : D| > p � 7���
� �����
"&#� �
��
� ��������
 H �� P � �������� |H| = |D| � �� �����
�
p��������������� ��	
������ G � S���
������
���
� 7
� �
� �
��
�
S���
������
���
� ��������
 �� G ���������� � Op(G) = N � ��
�
��
� ��������
 H �� P � ������
� �� N � � �������� |H| = |D|����� p�������������� ��	
������ � G � 1�
���� �
��
� �
����
���
���������
 �� P ����� p�������������� ��	
������ � G � ��� ���������������� "<�#� 5
���� ������������ �
����
�� ���
�
�������� ��������5��
�
�������� ������� :���<�

�)(����	
���)# ������������ ��� ������
 �� ����
� �
�
�������� ����������� (G, E) � ��� �������� |G||E| �����
�����5��
�
�������� �
��	��� �
 ��������� �
���

"<# ���� X 	 ������� ��
������ �� E � �� ������� ������
������
���� 
�� ���� (X, X) � ����� ���� ����� X 	 ���������
��
������ ������ G� �� ������� ������ ����� ����������� 
��
��� (G/X, E/X) � (G, X) �

�;
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�����X � ������
 ��������
 ��E �P � �����������
� �������
���������
 �� X � �� �������� P ����� ��������� D �
���� ���

1 < |D| < |P |,

� �
��
� ��������
 H �� P � �������� |H| = |D| � � �
��
�
���������
� ��������
 �� P � �������� 4 "���� |D| = 2 � P � ��
	����

2������
# ��	� ����� ������
�������� ��	
������ T � G � ��	� ��������
Q���������� ���������� � G � / ������ ����
� �
� �
�

X = X ∩ HT = H(X ∩ T ),

�� X ∩ T � ������
�������� ��	
������ ��� H � X � /� ������ ����
�
H �������� Q���������� ���������� � X � �� ����� :�<��"�#� 7
����	�
���� ������� ������� ����������� ��� �
�� (X, X) �7����� ����� X � ������
 ��������
 �� E � �����
� ����
���
� G � 7���


(G/X)/(E/X) ' G/E ∈ F.
����� P ∗/X � �����������
� �������
� p���������
 �� E/X � ��� p ��������� |E/X| � P � �������
� p���������
 �� P ∗ �
�
�� ��� P ∗ = PX �7���
 P � �����������
� �������
� ��������
 �� E �� �� �������� P����� ���������D �
���� ��� 1 < |D| < |P | � � �
��
� ��������
H �� P� �������� |H| = |D| � � �
��
� ���������
� ��������
 �� P � ��������
4 "���� |D| = 2 � P � ��
	����
 2������
# ��	� ����� ������
����������	
������ T � G � ��	� �������� Q���������� ���������� � G � �����
H∗/X � ��������
 �� P ∗/X � ������� �������

|H∗/X| = |D|.

7���
 H∗ = XH � ��� H � �������
� p���������
 � H∗ � ����� ���
|H| = |D| � � ������

H∗/X = HX/X
��	� ����� ������
�������� ��	
������

TX/X ' T/T ∩ X

� G/X � ��	� �������� Q���������� � G/X � �� ����� :�<��"�#�7
��� �	�
���� ������� ������� ����������� ��� �
�� (G/X, E/X) �$�����
������� G/X ∈ F
� �� ��	��� ������ G � ������ �������������� ����� ��� �
�� (G, X) �

":# ���� X 	 ���
������� ��������� ������� ��
������ ������
E � �� X = E �

�<
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���������X �������� �
�
�������������� ���������� �E � �� ��
����
���
 � G � �� ����
��� "<#� ������� ������� ����������� ��� �
��
(G, X) � $�����
������� E = X � ����
��� ��	��� �
�� (G, E) �

"�# E = P �������� p�

������� 
�� ���������� �������� p ������ p � �
�������� ������� �������� ������
 |E| � 7���
� ��������� :���:� E � p������������
� �����
� $�����
������� ����� ":#������ "�#�
"�# Op′(G) = 1 ������������� ���

V = Op′(G) 6= 1.

$���
��� "�# � ����� :�<��"�#� ������� ������� ����������� ��� �
��
(G/V, EV/V ) � ������
������� ����� "<# � ��	��
 �
�� (G, E) � �����
G/V ∈ F

� 7
��� �	�
����

G ' G/E ∩ V ∈ F,

�������������
"�# |D| > p ������������� ��� |D| = p � / ��� ����
� ������� �������

����������� ��� ��	�� �
�� (G, V ) � ��� V � ����
���
� ��������
������ G � ������
�
��� � E � �
�
�� ��� G/V ∈ F
� ,��� V 6= E � ����


|G||V | < |G||E|,

��� ������������ ��	��� �
�� (G, E) � $�����
������� G �� �����
����������� ��
���� �
���� ���
 E/V � ��� V 6= E ������� �
������ ��� p > 2 "��� "�# � ���
�
�������� �������:���:#� ������������ ��� �������
� ��������
 H �� P � |H| = p �����������
�������� ��	
������ T � G � 7���


G/P = TP/P ' T/P ∩ T

������
������
� ������ G ������
������
� ����� �<'&� ������
 <��!�
��� ������������ ��	��� ������ G � $�����
������� �
��
� ��������

H �P � |H| = p ��������Q���������� �G � ������������ ��� �������
���������
H ������
 p �� P �� �������� S���
������
����� �G � 7���
��� ����� :�<��"�#� �����
 G �������� �
��� ����
����� ��������� M �
���

HM = G � |G : M | = p.
7���
M ∩ P 6= P ����
���
 � G � � ����� ����������


G/M ' P/(M ∩ P )

�:
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�����
��� ��� �����
 E = P ����� ����������� G���
���� �
����
P/(M∩P ) � ������������� $�����
������� �
��
� ��������
H ������

p ������ P S���
������
���
 � G ������������� ���

P * Op(G).
7���
 �� G�����������


Op(G)P/Op(G) ' P/P ∩ Op(G)

�������� ��� G ����� ����������� ��
���� �
���� ���
 E/V �������������� 1�
���� P ≤ Op(G) �7����� ����� Gp � �������
� p���������
 � G � 
�������� ���

1 ≤ Ω1(P ) ≤ Ω2(P ) ≤ . . . ≤ Ωt(P ) = P.

��������� ��� ����� �
����� ���
 �
�
����������� � P � �� ��� �����	��� �������� � Gp���
����� ���� ������ P �
1 = P0 ≤ P1 ≤ . . . ≤ Pt = P. (∗)

�� ����� <�&�� � �%<� ������
 <"�#!� �
���� �
���� Ωi(P )/Ωi−1(P )
������
��� �� �� �<'&� ����
 :��!� �
��
� ��������
 � Ωi(P )/Ωi−1(P )����
�������� �
���� p′��������� ������ G � $�����
������� ��� (∗)�������� ��
���� ����� ������ G � ������

E = P ≤ ZU
∞(G),

������������� 7
��� �	�
���� ����� "�#��������������� ������������ "��� ���
�
�������� �������:���:#�
�#�#�# �)��� �<<!� �����

F 	 ���������� ����������
�������
U 	 ����� ���� �������������� ������ �N 	 ���������

��
������ ������ G ������ ��� G/N ∈ F � ���� 
�� ���
���
�������� 
������� p ����
�� ������ N � 
�� ���
�� ���������
p�

��
������ P �� N ���
�� ��������� ��
������ �� P � �� ������
��������������� 
��������� �

G� Q�

������� �
G� � ��� p = 2 � �

������� ���
� P ���� ������� ��������� Q8 � ���
�� ����������������� ����
�� 4 �� P � �� ������ ��������������� 
��������� �
G�

Q�

������� G� �� G ∈ F ��)(����	
���)# ������������ ��� ������
 �� ����
�
� �
�������� ������������ ��� �������� |G||N | �����
�����5��
�
�������� �
��	��� �
 ��������� �
���

��
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"<# ������� ������ ����������� � ����� �������� ��
������
X

������ N ������������� X
� �5������������� X/X ����
������ ��
��� ���� ������
�������������� 1
������ ��� ����
� �������
� ��������
 �� X ��������

��������� � N � ����� K � ����������
� �����
���
� ��������
�� ��������� p���������� Xp
������ X � 7���
� ����
��� ��������������� ��	� K ����� ������
�������� ��	
������ T � G � � � �������
�

X = X ∩ KT = K(X ∩ T ),
��� X ∩ T � ������
�������� ��	
������ � ��������� K � X � ��	�
K Q�������
 � G � 
 ��
���� ����
��� ����� :�<��":#� ��������
 K
Q�������
 � X � ����������� ������� ��� �������
� p���������
 Xp

��
X ����� ������� ���������� Q8

� 7���
 P ����� ������� ����������
Q8
� / ��� ����
�� �
� ���� ������ ��� �
��
� ���������
� ��������
�� Xp
� �������� �� �� �����
� ������
��������� ��	
������ � X �

Q�������
 � X � ��
�� ������� ������� ����������� ��� ����������������� X ������ N "������������ X #�
":# ������� ������ ����������� 
�� ���
�� ������������

G/X ������������� N/X
�� �
�

X 	 ��������� ������� ��
������������ N �5�������������

(G/X)/(N/X) ' G/N ∈ F

�� ����� ����� :�<��"<#� ������� ������� ����������� ��� G/X

"������������ N/X #�
"�# ����X 	 ���
������� ��������� ������� ��
������ ������

N � �� X = N �7
� �
� X � �
�
������������
� ��������
 ������ N � �� ��

����
���
 � G � � ������� ����� ":#� ������� ������� ���
������� ���
G/X "������������ N/X #� 1�
���� �� ��	��� ������ G � �� ���������
N ����� ����� G/X ∈ F

� $�����
������� ������� ������� ���
�������
��� G "������������ X #� � ������ X = N ����
��� ��	��� �
��
"G �N #�

"�# ������ ��������� ��
������ H
������ P � �� ������

��������������� 
��������� �
G� S �

������������� �
G ������ H � �����
���
� ��������
 ������ P � � H �� �����

������
��������� ��	
������ � G � 7���
� ����
��� ������� ��������
H Q�������
 � G � 5�������� ��� H �� �������� S���
������
������ G ����������� 7���
� ����� ����� :�<��"�#� �����
 G �������� �
�������
����� ��������� M � ���

G = HM � |G : M | = p.
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��������� ����
��� F
�
�����
 ������������ ��������� ������������

� �������� ��� ������
�������� ������� ��

G/N ∩ M ∈ F.

����� Dp = P ∩ D � �������
� p���������
 �� D = N ∩ M � 7
� �
�
Dp ⊆ P � �� ������� ������� ����������� ��� G "������������ D#� -����������� M �������� ��	�������� ���������� ������ G � G = HM �
�� |D| < |N | � � ������

|G||D| < |G||N |,

��� ������������ ��	��� ������ G � �� ����
����� ��������� N �$�����
������� ����
� �����
���
� ��������
 H ������ P � �����
��� ����� ������
��������� ��	
������ � G � S���
������
���
 � G �
1
��������� ������ ��������� ��������� p���������� P ������

N � ��� p � �
�������� ������� �������� |N | �
"�# N = P ��� ����� :�:��� ��������
 N p������������
� 1�
���� N ���������
����� ������� p′���������� E � $���
��� "�#� ����� ����� E = N �$�����
������� p �� ����� ������� ������N � ���������� ���������������
���
�� ����������� "�#�
"&# |P | > p � ")�� ����� �����
�� �� ����� <�&�<<#�
" # GF = P ��������� ��� GF ⊆ P � � ������ ������� ������� ����� ��� G

"������������GF#� ��� � ���� ��	��
 ������G � �� ���������N ������
GF = P �

"'# p > 2 ������ p = 2 � ���
���� ��� P �������� �����
����� ����
��������������� ������ G � ,��� R � �������
� r���������
 �� G � r 6= 2 � ����� ����� :�:��� ��������
RP �������� :��������������� $�����
�������
R �������� ���������� � CG(P ) � �� ��
���� R ����
���
 � G � ������
G/CG(P ) � :������
� 1�
����

G/CG(P ) ∈ U ⊆ F.

$�����
�������
G/Z(P ) = G/P ∩ CG(P ) ∈ F,

� ������ ������� ������� ���
������� ���G "������������ P∩CG(P )#�1�
����
Z(P ) = P ∩ CG(P ) = P
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����
��� ��	��� �
�� "G � N #� $�����
������� P �������� 
	�������������� /���� " # � ����
��� ����� <�&�<:� P �������� �����
���������
����� ���������� ������ G ����������
F
�������� �
�������� ����
����� �� G = [P ]M��� ��������� �
����
����� ��������� M ������ G � ����� L ������
���
� ��������
 ������ P � 7���
� ����
��� �������� ��	� L����� ������
�������� ��	
������ T � G � ��	� L Q�������
 � G �/ ������ ����
� �
� �
�

P = P ∩ LT = L(P ∩ T ),

�� P ∩ T � ��	������
� ���������
� ��������
 ������ P � -� P ∩ T �����
���
� ��������
 �G � ��� ������������ �����
������� ������ P �1�
���� ��������
 L ������ P Q�������
 � G �7���
� ����� "�#� ��������
 L ��
������
���
 � ��	�� ������������������� ������ G � ����� Mq � �������
� q���������
 ������ M �7���
Mq
�������� ��������� q����������� ������ G � � ������

LMq = MqL.

7
� �
� L �������� ��	����
����� ���������� � G � �� ����� <�&��� �� L��	����
���
 � LMq
� -� L � �������
� p���������
 � LMq

� � ������
L �������� ����
����� ���������� � LMq

� 1�
����

Mq ≤ NG(L)

��� ��	��� �������� �������� q ������
 ������ M � $�����
�������
M ≤ NG(L),

� ������
LM = ML.

$�����
������� ML �������� ���������� ������ G � 7���
� ������
����
������� M � ����� G = ML � � ������ |G : M | = p � $ ��������������
|G : M | = |P | > p.

���������� ������������ ���
���
��� ��� p > 2 �
"%# ������� F

�����
����� ������ ����� ����������
��
������ M �� G� ��� G = MP �7
� �
�

G/P ' M/M ∩ P ∈ F,
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��� �� ����� :�<��":#� ������� ������� ����� ��� M ������������
��������� M ∩ P � ��������� M � ��	������
� ��������
 ������ G ��� ����
��� ��	��� ������ G � �����M ∈ F

�
�������������� ������������/���� "%# � �� ����� :�:�:� ����� �����

|P/Φ(P )| = p.

1�
���� �� ����� <�&�<<� �����
G/Φ(P ) ∈ F.

-� ����
 P ≤ Φ(P ) � � ������ P = Φ(P ) � �������� ������������ � �������
Φ(P ) ⊂ GF = P.

7�����
 ���
�
�
�

�#� "()�)�� ���	)���� �)�� �#�#� � �#�#�

7������ :���< � :���: ����� 	������ ����� ���������� / �����
����
����� �
��� ��������� �
����� ����
� �
���� �������

�#�#�# �	����� "������ ��� � ���� �	�
 �<��!#� ����� p 	��������� ������� 
������� ����
�� ������ G � P 	 ���������
p�

��
������ ������ G � ���� ���
�� ���������� ��
������ �
P�������� c���������� �

G� �� ������ G p�

�������������
�#�#�#�	����� "����
������� ���� ��	�
�� ��� ����������

�< �!#� ����� p 	 ��������� ������� 
������� ����
�� ������ G �
P 	 ��������� p�

��
������ ������ G � ���� ���
�� ��
������ ������
P � ������ ����
�� � ���
�� ����������� ��
������ ����
�� 4�������� c���������� �

G� �� G 	 p�

������������� �������
�#�#�# �	����� "������ ��� ��� ���� �	�
 �<��!#� �����

F

	 ���������� �������� ��
������� ��� p�

������������� �������
G 	 ������ � ��������� ��
������� E ������ ��� G/E ∈ F� p 	��������� ������� 
������� ����
�� ������ G � P 	 ���������
p�

��
������ ������ G � ���� ���
�� ���������� ��
������ �� P�������� c���������� �
G� �� G ∈ F �

�#�#�# �	����� "�� ���������� �<' !#� ���� ����������
��
������ ��������� ��
����� ������ G �������� �

G� �� G 	�������������� �������
� 
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�#�#�# �	����� "�� ���� ���� �	�
 ��� ���� ����� �<::!#�
���� ���������� ��
������ ��������� ��
����� ������ G� ��
������ ��������������� 
��������� �

G� �������� �
G� �� G 	�������������� �������

�#�#�# �	����� "�� ������� �%<!#� ����� G 	 ������ ���������
����
��� ���� ��� ��
������ ������ G � ������ ����
�� ��������
��������� �

G� �� ������ G ��������������
�#�#�#�	����� "������ �:;�!#� ���� ���
�� ��
������ ������

G � ������ ����
�� � ���
�� ����������� ��
������ ����
�� 4�������� c���������� �
G� �� G 	 �������������� �������

�#�#�# �	����� "�� ����	����	
�� ��&!#� ���� ����������
��
������ ��������� ��
����� ������ G� �� ��������������������� 
��������� �

G� c��������� �
G� �� G 	�������������� �������

�#�#�# �	����� "�� ���� �:;�!#� ����� G 	 ������ � E 	��������� ��
������ ������ G �� �������������� �������������
G/E � ���� ��� ���������� ��
������ ��������� ��
����� ������ E�������� c���������� �

G� �� G 	 �������������� �������
�#�#��# �	����� "�� ����������������	�� ��� �� ���� �':!#�

�����
F 	 ���������� �������� ��
�������

U 	 ����� ����
�������������� ������ ���� ��� ��������� ��
������ � ���
����������� ��
������ � ����
�� � �

GF �������� c�����������
G� �� G ∈ F �

�#�#��# �	����� "���� ����� �<'�!#� ����� E 	 ���������
��
������ ������ G ������ ��� ������������ G/E ��������������
���
������� ��� ���
�� ������������� ��������� ��
������ P

�� E ���� ��
������ D ������ ��� 1 < |D| < |P |� � ��� ��
������
H �� P � ����
�� |H| = |D| �������� c���������� �

G � ���
� G

	 �������������� �������
�#�#��# �	����� "�� ��
����� �� ���� ��	�
�� ���

���� ������ �< �!#� �����
F 	 ���������� �������� ��
�������

U 	����� �������������� ������ � G 	 ������ � ��������� ��
�������
E ������ ���G/E ∈ F � ���� ���
�� ���������� ��
������ ���
��
��������� ��
������ ������ E �������� c���������� �

G� ��G ∈ F �
�#�#��# �	����� "�� ��
����� �� ���� ��	�
�� ��� ����

������ �< �!#� �����
F 	 ���������� �������� ��
�������

U 	 �����
�������������� ������ � G 	 ������ � ��������� ��
������� E������ ���G/E ∈ F � ���� ���
�� ��
������ ��E � ������ ����
��
� ���
�� ����������� ��
������ � ����
�� 4 �������� c�����������

G� �� G ∈ F �
�'
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�#�#��# �	����� "�� ���������� �<' !#� ���� ���
��
���������� ��
������ ���
�� ��������� ��
������ ������ G�������� S �

�������������� �
G� �� ������ G ��������������

�#�#��# �	����� "�� ����� ��%!#� ���� ���
�� ��
������������ G � ������ ����
�� � ���
�� ����������� ��
������
� ����
�� � �������� S �

�������������� �
G� �� ������ G��������������

�#�#��# �	����� "�� ������ �� ��
���� ��� �� �	�����
�&�!#� ����� G 	 ������ � E 	 ��������� ��������� ��
������������G �� �������������� �������������G/E � ���
������� ������ ���������� ��
������ ��������� ��������� ��
������ �� E�������� S �

�������������� �
G � ���
� ������ G ��������������

�#�#��# �	����� "�� �	����� �< %!#� ����� G 	 ������ � E

	 ��������� ��
������ ������ G �� �������������� �������������
G/E � ���
������� ��� ��� ��������� ��
������ �� E � ��� ��
����������� ��
������ � ����
�� 4 �������� S �

�������������� �
G � ���
� ������ G ��������������

�#�#��# �	����� "�� ����� ��'!#� �����
F 	 ����������

�������� ��
�������
U 	 ����� ���� �������������� ������ � G 	������ � ��������� ��
������� E ������ ��� G/E ∈ F � ���� ���
��

���������� ��
������ ���
�� ��������� ��
������ �� E ��������
S �

�������������� �
G� �� G ∈ F �

�#�#��# �	����� "�� ����������������	�� ��� ����
���������������� �  !#� �����

F 	 ���������� �������� ��
�������
U 	 ����� ���� �������������� ������ � G 	 ������ � ���������
��
������� E ������ ��� G/E ∈ F � ���
������� ��� ���������
2�

��
������ ������ G �������� ���� ��� ��������� ��
������ �� E������������� �
G� �� G ∈ F �

�#� ������� p���	
�)����)��� ()����� ��&��

$������� �������� ������ ����� ����
�� � ����������
�
�
�
����� �
 ��������� ��������� ��������� ���������� ��������
��� ������� *������� � �
�������� ��� � �
	��� 9������
 �<�<!�
	��� ���
�
��� ��� �
������
� �����
 G �������� ������
������������� ��� �
����
����� ��������� ���� ��������� �������� �� G������
������� �� ����� ����
�� ��������� ��������� �������
������ G � -�������� ������� $�����
�
� ���
�
� �<' !� ��� �����

G �������� ������
�������� ��� �������� ��� � G ������� �
�
�

�%
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����
���
� ��������
N �� ������
�������� �
����������� G/N � ���
��� �
����
����� ��������� ���� ��������� �������� �� N ����
����� G � )�� ��
 �������
�
 �������� �
������ � ��������
���� ������
������ "���� � �
�������� �&:�  �� <�'� :;�� :;�!#�(���� �
����� �
����
 �������� ���
�
�������� ���������
p���������������� ������ � �
��������� �� Q�������������
����
����� �������� �� ��������� ���������

�#�#�# �)��� �<'!� ����� p 	 �������� ������� ������ 
������
����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �� G � ���� NG(P )�������� p�

������������� ��
������� � ���
�� ����������
��
������ �� P � �� ������ p�

�������������� 
��������� �
G�

Q�

������� �
G� �� G p�

��������������)(����	
���)# ������������ ��� ������
 �� ����
 � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	��� �
��������� �
���

"<# Op′(G)�
<�

5������������� ������������ ��� Op′(G) 6= 1 � � �
��������
�
����������G/Op′(G) � ���
�������G/Op′(G) ������������� ��������
��� �������� �� ������� ������� p ����� ������� ������ G � ��
����
p ����� ������� ������ G/Op′(G) ������ P/Op′(G) � �������
� p���������
 � G/Op′(G) � P1/Op′(G)
� ����������
� �
����
���
� � P/Op′(G) ��������
� ���
���� �����������
 P1/Op′(G) Q�������
 � G/Op′(G) � ,��� P0 � �������
�
p���������
 � P � ��

P = P0Op′(G)
� P0

�������� ��������� p����������� � G � ���
���� ��� P1 ∩ P0 ��
����
���
� � P0
��������
� 1
������ ���

P1 ∩ P0 6= P0.

5������������� ���� P1 ∩ P0 = P0
� �� P0 ⊆ P1

� 
� ��
����

P1/Op′(G) = P0Op′(G)/Op′(G) = P/Op′(G),

��� ������������ ��	��� ��������� P1/Op′(G) � 5�������� ��� � ������
G ������� �
�
� ��������
 T � ���

P1 ∩ P0 ⊂ T ⊂ P.

7���

P1 = Op′(G)(P1 ∩ P0) ⊆ TOp′(G) ⊆ P0Op′(G) = P.
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-� P1 � �
����
���
� � P ��������
� � ������ ��	�

P1 = TOp′(G),

��	�
TOp′(G) = Op′(G)P0.

,��� P1 = TOp′(G) � ��
T ⊆ P1 ∩ P0 ⊂ T,

��� ����������� ��
��

TOp′(G) = Op′(G)P0,

� ������

P0 = P0 ∩ TOp′(G) = T (P0 ∩ Op′(G)) ⊆ T (P1 ∩ P0) = T.

���������� ������������ ���
���
��� ��� P1∩P0 � �
����
���
�� P0
��������
� $���
��� ������� �������� ��	� P1∩P0 � Q��������
���������
 � G � ��	� P1 ∩ P0

����� p�������������� ��	
������ B � G �/ ������ ����
�� �� ����� :�<��"�#� ��������
 (P1 ∩ P0)Op′(G)/Op′(G)
Q�������
 � G/Op′(G) � -�

(P1 ∩ P0)Op′(G)/Op′(G) = P1/Op′(G),

� ������ �� �
����
��� ��� �
����
���
� ��������
 P1/Op′(G) ��
P/Op′(G) Q�������
 � G/Op′(G) �/� ������ ����
� �
� �
� G = (P1 ∩ P0)B

� ��

P1/Op′(G) = (P1 ∩ P0)Op′(G)/Op′(G)

����� p�������������� ��	
������

BOp′(G)/Op′(G) ' B/Op′(G) ∩ B

� G/Op′(G) � ��
�� �
��
� �
����
���
� ��������
 �� P/Op′(G)��	� ����� p�������������� ��	
������ � G/Op′(G) � ��	� Q�������
� G/Op′(G) �7
� �
�

NG/Op′(G)(P/Op′(G)) = NG/Op′(G)(P0Op′(G)/Op′(G)) = NG(P0)Op′(G)/Op′(G)

�
NG(P0)Op′(G)/Op′(G) ' NG(P0)/NG(P0) ∩ Op′(G),
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 �
���� �� ������� �������� NG(P0) p������������
� ��������
� ��
NG/Op′(G)(P/Op′(G)) �������� p�������������� �������������
�� G/Op′(G) ������������� ������� �
��� ��������
/ ���� �����
������� G � �� ������ ��� �
���������
 G/Op′(G)
p������������
� � ������ G � p������������
� �����
� ��������������� ��	��� ������ G �

":# ���� R 	 ����������� ��
������ �
G � P ≤ R < G� �� R�������� p�

������������� ��
��������7
� �
�
NR(P ) ≤ NG(P ),

�� NR(P ) �������� p�������������� ���������������� K � �
����
���
� ��������
 ��������� p���������� P������G �$���
��� ������� ����������	�K �Q��������
� ��������
� G � ��	� K ����� p�������������� ��	
������ B � G � / ������ ����
���� ����� :�<��":#� ��������
 K Q�������
 � R � /� ������ ����
�

R = R ∩ KB = K(R ∩ B).
7
��� �	�
���� K ����� p�������������� ��	
������ R ∩ B � R ���
�� ������� ������� �
��������� ���������� R � � ������ R
p������������
� ����
��� ��	��� ������ G �

"�# G�PQ �������� ��������� �������� �
�
Q 	 ���������

q �

��
������ �� G � q 6= p �7
� �
� G �� �������� p�������������� �������� �� ���������
�� 7������
 �<%'! ���������� �
�
������������
� ��������

H � P �
�
�� ��� NG(H) �� �������� p�������������� ��������7
� �
� ����
���
��� NG(P ) p�������������� �� ����� ��	�
��
�
�
�������������� ��������� H � P �
���� ��� NG(H) �� ��������
p��������������� �� NG(K) �������� p�������������� ��� �
����
�
�
�������������� ��������� K � P �
���� ���

H < K ≤ P.
7
� �
�

NG(P ) ≤ NG(H)
� NG(H) �� �������� p�������������� �������� �� �����

NG(P ) < NG(H).
7���
 � ���� ":# �� �����
�� NG(H) = G � )�� �������� � �������� Op(G) 6= 1 � ����
���
��� NG(K) p������������� ��� �
����
�
�
�������������� ��������� K �� P �
���� ���

Op(G) < K ≤ P.
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7������ ����� ��������� �������
� 7������
 �<%'!� �� ������ ���
G/Op(G) �������� p�������������� ���������� �� 	���� ����� G�������� p��
�������� ������� �� ��������� ������

1 < Op(G) < Opp′(G) < Opp′p(G) = G.

7
� �
� G p��
������
� �� ��� ��	��� q ∈ π(G) � q 6= p � ������ G���������� �
�
� �������
� q���������
 Q �� G � ��� G1�PQ ������������������ �� G � ����� �<<<� ������
 &����!� / ���� ":# ��������
 G1

p������������
� ���� G1 < G � ��������� Op′(G) = 1 � ��� ����
��� �< &�
������
 %���<!� �����

Q ≤ CG(Op(G)) ≤ Op(G),

������������� 1�
���� G = PQ � �� ����
��� �<%'� ������
 �����!� G ��
������
� �����
�
"�# � ������ G ������ ���� �
�� ��������� ���������

��
������ N ������ ��� N * Φ(G) � N = Op(G) ������N � �����
���
� ����
���
� ��������
 � G �N ≤ Op(G) �7���
 �� ������ ��� �
���������
 G/N ������������� ������� �
����������� / ���� �����
������� G �� ������ ��� G/N p������������
�7
� �
� ��
�� ���� p�������������� ����� �������� �
��������
����
����� �� ����� <�&�<&� �� N �������� ������������ �����
���������
����� ���������� � G � N � Φ(G) � ����� ����� �����������
����
���
� ��������
 M � G �
�
�� ��� G = [N ]M � ���
���� ���
N = Op(G) � 5�������������

Op(G) = Op(G) ∩ NM = N(Op(G) ∩ M).

���������
Op(G) ≤ F (G) ≤ CG(N),

�� Op(G) ∩ M ����
���
 � G � � ������

Op(G) ∩ M = 1.

1�
����N = Op(G) �
"�# |N | > p �5������������� ����� |N | = p � 7���
 Aut(N) � �
� �����

������������ ������ �������� ������
 p � �������� �����������������
 p − 1 � ,��� p < q � ����
 NQ � p������������
 �

Q ≤ CG(N) = CG(Op(G)),

��
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������������� ���������

CG(Op(G)) ≤ Op(G).

$ ������ �������� ���� q < p � �� �
� �
�

CG(N) = CG(Op(G)) = Op(G) = N,

�� ������ ���
M ' G/N = NG(N)/CG(N).

7
� �
� �
���������
 NG(N)/CG(N) ��������
 ��������� ������
������������ Aut(N) ������ N � �� M �� � �
������� Q � ��������
����������� �������� 7
� �
� Q � ���������
� �����
 � q < p � ��
G �������� p�������������� ������� � P � ����
���
� ��������
� G � $�����
������� NG(P ) = G p������������
� ��� ���������������������� ��
�� |N | > p �

�������������� ������������������ P ∗ � �������
� p���������
 �� M � 7���
 P = NP ∗ �1
������ ��� P ∗ 6= 1 � 5������������� ����� P ∗ = 1 � ����
 P = N �

NG(P ) = NG(N) = G

�������� p�������������� �������� ��� ������������ ��	��� ������
G � ����� P1 � �
����
���
� ��������
 �� P �
�
�� ��� P ∗ ≤ P1

�
,��� �
��
� �
����
���
� ��������
 ������ P ����� p����������������	
������ � G � �� ����� ����� <�&�<'� �����
 G p������������
� ��������������� ��	��� G �7
� �
� ��� �
����
����� ��������� P1

������ P � �����
��������� N � �� ����� P1M = G � M ' G/N � p������������
������
� �� �
��
� �
�
� �
����
���
� ��������
 �� P �	�
�
��
p�������������� ��	
�������� 1�
���� �������
� �
����
���
�
��������
 V ������ P � �� ������
�
� N � �� ����� p�����������������	
������ � G � $�����
������� �� ������� ������� V Q�������
 � G ������ T � ��
������
���
� ��������
 ������ G �
�
�� ���

G = V T � V ∩ T ≤ VsG.

���
���� ��� V ∩ T = 1 � 5������������� ����� V ∩ T 6= 1 �7
� �
� V ∩ T S���
������
���
 � G � ��� �� ����� <�&�:"�#� V ∩ T
� ��	����
���
� p���������
 � G � /���� ����� <�&�<"&#�

T ∩ V ≤ Op(G) = N,

� ������
T ∩ V ≤ N ∩ V.

��

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



5�������� ��� N ≤ T � 7���


T ∩ V ≤ N ∩ V ≤ T ∩ V,

� ������
T ∩ V = N ∩ V.

����� ���N∩V � ����
���
� � P ��������
� � ������� ����
��� �����<�&��� T ∩ V � ���������
� ����
���
� � G ��������
� 1�
����

N ≤ T ∩ V ≤ V,

������������� $�����
�������N * T �7
� �
� T ��	����
���
 �G � �� ��� ��������� q���������� ������
G ������
��� � T � ��� q 6= p � 1�
���� G/TG � p������
� $�����
�������

G ' G/N ∩ TG

� q��
�����
� �����
� 7
��� �	�
���� G �������� p���������������������� ��� ������������ ��	��� ������ G � 1�
���� V ∩ T = 1 ������ TG 6= 1 � 7
� �
� N � ����������
� �����
���
�
����
���
� ��������
 � G � �� N ≤ TG

� -� ������� ���������
p���������� � T �
��� p "�
� �
� T �������� �����������
� �
����
����� ��������� V ��������� p���������� P ������ G#�$�����
������� |N | = p � ��� ������������ "�#� ��
�� TG = 1 � 1�
��������� ����� <�&� � ����� �����

TG ⊆ Z∞(G) 6= 1.

-� ����
 N ≤ Z∞(G) � ��� ������ |N | = p � ���������� �������������
����
�� ���
�
�������� ��������
-
������� ��� ��������
 H ������ G �
���
���� ��
	�

��
������
����� � G � ���� ���������� �
�
� ��������
 T ������ G ���� HT = G � T ∩ H � T � ��
������
����� � G ����������
�#�#�# �	����� �< !� ����� p 	 �������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ ��
G � ���� NG(P ) �������� p�

������������� ��
������� � ���
��
���������� ��
������ �� P � �� ������ p�

��������������
��������� �
G� ����� ������������� �

G� �� G 	 p�

��������������������
�#�#�# �	������ ����� p 	 �������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ ��
G � ���� NG(P ) �������� p�

������������� ��
������� � ���
��
��
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���������� ��
������ �� P ����� ������������� �
G� �� ������

G p�

�������������
�#�#�# �	����� "�� ���� ���� �	�
 �<��� ������
 ��<!#� �����

p 	 �������� ������� ������ 
������ ����
�� ������ G� � P 	��������� p�

��
������ �� G � ���� NG(P ) �������� p�

�������������
��
������� � ���
�� ���������� ��
������ �� P c��������� �

G��� G p�

�������������
�#�#�# �	������ ����� p 	 �������� ������� ������ 
������

����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �� G � ���� NG(P )�������� p�

������������� ��
������� � ���
�� ����������
��
������ �� P � �� ������ p�

�������������� 
��������� �
G�

c��������� �
G� �� G 	 p�

������������� �������
/ ���
�
�������� ������� :���< �������������� ��� NG(P )�������� p�������������� ����������� ������������ 
����������
������� ������ G = A5

� p = 5 � / ��� ����
� �
� �
� �
��
�
�
����
���
� ��������
 ��������� 5���������� �������
� �� �
��
��
����
���
� ��������
 ��������� 5���������� Q�������
 � G � ��
G �� �������� 5�������������� �������� $ ������ �������� ���� p�������� �
�������� ������� ��������� ������
 ������� �� �������
�
����
������� 7
��� �	�
���� ����� ��������� �������
��

�#�#�# �)��� �<'!� ����� p 	 ��������� ������� ������
������ ����
�� p�

��������� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
�������
G � ���� ���
�� ���������� ��
������ �

P � �� ������
p�

�������������� 
��������� �
G� �������� Q�

��������� �
G� �� G

p�

��������������)(����	
���)# ������������ ��� ������
 �� ����
� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	��� �
��������� �
���

"<# ������������ G/N p�

������������ 
�� ����� ���������
��������� ��
������ N �� G ��������� ����� :�<�� � ��������� ��������������� �
���������
�� ���
�
�������
 ������� :���<� ������ ��� ������� �������
�
��������� �
����������� G/N � -� |G/N | < |G| � � ������ � ������	��
 ������ G ����� "<#�

":# � ������ G ������ ���� �
�� ��������� ���������
��
������ N � N * Φ(G) �)�� ����� �����
�� �� "<# � ���� �
��
� ��� ��
�� ����
p�������������� ����� �
����� ������������ �	�
���
��� ���������������������� ����
��� ����� <�&�<&� � �����
 �� p����������������
�
���������� G/Φ(G) ������� p���������������� �
��� ������ G �

�&
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"�# ��
������ P �� �������� ��������������������� p �������� �
�������� ������� ��������� ������
������ G � �� "�# ������� �� �< &� ������
 <;�<�%!�
"�# Op′(G)�

< "��� ���
�
�������� ������� :���<#��������������� ������������������ P1 � ����������
� �
����
���
� ��������
 � P � ,����
��
� �
����
���
� ��������
 ������ P ����� p����������������	
������ � G � ��� ����� ����� <�&�<'� �����
 G p������������
� ��������������� ��	��� ������ G �/���� ":# ���������� �
����
���
� ��������
M � G �
�
�� ���

G = [N ]M � N ∩ M = 1,

������
N = CG(N) = Op(G)

"��� ���
�
�������� ������� :���<#� 7
� �
� ��� �
����
�������������� P1
������ P � �����
� �������� N � �� �����

P1M = G � M ' G/N

� p������������
� �����
� �� �
��
� �
�
� �
����
���
� ��������
�� P �	�
�
�� p�������������� ��	
�������� 1�
���� �������
��
����
���
� ��������
 V ������ P � �� ������
�
� N � �� �����
p��������������� ��	
������ � G � $�����
������� �� ������� �������������
 G ����� �
��� ��
������
����� ��������� T � ���

G = V T � D = V ∩ T ≤ VsG.

1
������ ��� D 6= 1 � ����� D = 1 � 7���
 T �������� p������������������������ � G � 7
� �
� T � ��
������
���
� ��������
 � G � ����� ����� <�&��� ��������
 T ��	����
���
 � G � 7���
 Tp′
��������

��	����
����� ���������� � G � -� Tp′ � ������
 p′���������
 ������
G � � ������� �� ����� <�&�<"�#� �
 ��������
 ����
���
 � G �$�����
�������G p������������
� )�� ������������ ��	��� ������ G ���
��D 6= 1 �7
� �
� V ∩ T S���
������
���
 � G � ��� �� ����� <�&�:"�#� V ∩ T
� ��	����
���
� p���������
 � G � /���� ����� <�&�<"&#�

T ∩ V ≤ Op(G) = N,

� ������
T ∩ V ≤ N ∩ V.
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5�������� ��� N ≤ T � 7���


T ∩ V ≤ N ∩ V ≤ T ∩ V,

� ������
T ∩ V = N ∩ V.

����� ���N∩V � ����
���
� � P ��������
� � ������� ����
��� �����<�&��� T ∩ V � ���������
� ����
���
� � G ��������
� 1�
����

N ≤ T ∩ V ≤ V,

������������� $�����
�������N * T �7
� �
� T ��	����
���
 �G � �� ��� ��������� q���������� ������
G ������
��� � T � 1�
���� G/TG � p������
� $�����
�������

G ' G/N ∩ TG

� q��
�����
� �����
� 7
��� �	�
���� G �������� p���������������������� ��� ������������ ��	��� ������ G � ���������� �������������
����
�� ���
�
�������� ��������
�#�#�# �	����� �< !� ����� p 	 ��������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �� G � �������
�� ���������� ��
������ �� P � �� ������ p�

��������������
��������� �
G� ����� ������������� �

G� �� G 	 p�

��������������������
�#�#�# �	������ ����� p 	 ��������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �
G � �������
�� ���������� ��
������ �

P �������� ����� ���������������
G� �� G 	 p�

������������� �������
�#�#�# �	����� "�� ���� ���� �	�
 �<��� ������
 ���!#� �����

p 	 ��������� ������� ������ 
������ ����
�� ������ G� � P 	��������� p�

��
������ �� G � ���� ���
�� ���������� ��
������ ��
P c��������� �

G� �� G p�

�������������
�#�#��# �	������ ����� p 	 ��������� ������� ������
������ ����
�� ������ G� � P 	 ��������� p�

��
������ �� G � �������
�� ���������� ��
������ �� P � �� ������ p�

��������������
��������� �
G� c��������� �

G� �� G 	 p�

������������� �������

�'
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�#� ������� p������������)��� ()����� ��&��
5�� ������
�������� � p�������������� ����� �������� 	����������� �� ����
���� ��
�������
� �
��� �� ������� ��������
 � �����

�:;&! "� ��� ����� ��� �
��� �	��� �<'�! � �
	��� �<<%� <�;� <'&!#�/ �� �� ����� p�������
�������� ������ ���
���� �
�� ����������� � �
������� ������ -
�� ���
�
�� ��� ������� � �
���� �
��
�������
�#�#�# �)��� �:;!� ����� N 	 ��������� ���������

��
������ ������ G � p�

�������������� ������������� G/N � �������
�� ���������� ��
������ ����� ��������� ��
������ �� N � ������������ Q�

��������� �
G� ���� p�

�������������� 
����������
G� �� G p�

���������������)(����	
���)� ������������ ��� ������
 �� ����
� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	����
 ��������� �
���

"<# p

���� |N |� � ���
�� ��������� p�

��
������ ������ N ��
�������� ��������� ��������� ��
������� �

G �,��� N � p′������
� �� �� p�������
���������� �
����������
G/N ������� p�������
���������� ������ G � ��� ������������ ��	���
G � 1�
���� p ����� |N | � ����� P � �������
� �������
� p���������
� N � ������������ ��� P � �����
���
� ����
���
� ��������
 � G �7���
 P � ������
��
� �����
� ������ ������������ ��� �
��
�
�
����
���
� � P ��������
 �������� Q���������� � G � �������� ���
|P | > p � $�����
������� ���� E � �
����
���
� � P ��������
� ��

NG(E) 6= G.

����� T � �
�
� ��
������
���
� � G ��������
� ���

ET = G � T ∩ E ≤ EsG.

�� ����� <�&��� T �������� ��	����
����� ���������� ������ G � ,���
T 6= G � �� �� PT = G �����
�� G = [P ]T � $�����
�������

|P | = |G : T | ≤ |E| < |P |.

���������� ������������ ���
���
��� ��� T = G � � ������

E = T ∩ E ≤ EsG = E.

$�����
������� �
��
� �
����
���
� ��������
 E �� P ��������
S���
������
����� � G � -� ����


Op(G) ≤ NG(E) 6= G.
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$�����
������� ����� ���� �
����
����� �������� ������ P ��������
 p � ��� ������������ �<�%� ��
�
 ���� ������
 '�� "�#!� ���������������������� ���
���
��� ��� �������
� �
����
���
� ��������
 E������ P �� ��������Q���������� �G � 1�
���� �� �������� �G �������
p�������
�������� ��	
������ T � E � -� TE = G p�������
��������������� �� ��������� 1�
���� T 6= G � � ������� �
� 	��� �
�������������� �����

|G : T | = |R| = |E|,
������������� )��� ���
�
�� ����������� "<#�

":# ��� ����� ��������� ��������� �
G ��
������ R���
��������� �

N � ������������ G/R p�

��������������
/���� "<# � �
���������� ������ N � ����� R 6= N � � ������

RN/R � ���������
� ����
���
� �
������
� ��������
 � G/R �
�
����� �
���������


(G/R)/(RN/R) ' G/RN ' (G/N)/(RN/N)

�������� p�������
�������������� P/R � �������
� q���������
 �N/R � q ����� |N/R| � � P1/R
� ����������
� �
����
���
� � P/R ��������
� ,��� P0 � �������
�
q���������
 � P � ��

P = RP0,
� P0

�������� ��������� q����������� � N � ���
���� ��� P1 ∩ P0 ��
����
���
� � P0
��������
� ������ �
������ ���

P1 ∩ P0 6= P0.

5������������� � ��������� ����
� P0 ≤ P1
� 
 ��
����

P1/R = RP0/R = P/R,

��� ������������ ��	��� ��������� P1/R
� 5�������� ��� � ������ G������� �
�
� ��������
 T � ���

P1 ∩ P0 < T < P0.

7���

P1 = R(P1 ∩ P0) ≤ TR ≤ RP0 = P.

-� P1 � �
����
���
� � P ��������
� � ������
��	� P1 = TR,

��	� TR = RP0.
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,��� P1 = TR � ��
T ≤ P1 ∩ P0 < T,

��� ����������� ��
�� TR = RP0
� � ������

P0 = P0 ∩ TR = T (P0 ∩ R) ≤ T (P1 ∩ P0) = T.

/���� ���������� ������������ ���
���
��� ��� P1∩P0 � �
����
���
�� P0
��������
� $���
��� �������� ��	� ��������
 P1 ∩ P0

��������
Q���������� ���������� � G � ��	� P1 ∩ P0

����� p�������
����������	
������ T � G � / ������ ����
�� ��������


P1/R = (P1 ∩ P0)R/R

�������� Q���������� � G/R � �� ����� :�<��"<� �#� /� ������ ����
��
TR/R ' T/R ∩ T

�������� p�������
�������� ��	
������� � P1/R
� G/R � )��

���
���
��� ��� ������� ������� ����������� � ��� �
����������
G/R. $�����
������� �� ��	��� ������ G �� �
����
��� ��� G/R �
p�������
������
� �����
�

"�# ������ G ���� �
���������� ��������� ���������
��
������ R = CN(R) = Op(N)� ��
��������� �

N � � G = [R]M ��
�
M 	 ����� p�

�������������� ���������� �
G ��
������� ���

p||M | � Op(M/M ∩ CG(R)) = 1.

����� R � �����
���
� ����
���
� ��������
 � G � R ≤ N �7���
� ����
��� ":#� �
���������
 G/R �������� p�������
���������7
� �
� ��
�� ���� p�������
�������� ����� �	�
���� �
��������
����
���� �� ������� <�&�<�� �� R 	 ����������
� �����
���
�
����
���
� ��������
 � G �
�
�� ��� R ≤ N � .���� ����� R * Φ(G)� R �������� p��������� ������� �
���� ��� |R| 6= |p| � ����� M ��
����
���
� ��������
 � G �
�
�� ��� R 66 M � 7���


G = [R]M � C = CG(R) = [R](C ∩ M).

����� ��� C ∩M �������� ����
����� ���������� ������ G � � ������

CN(R) = N ∩ [R](C ∩ M) = [R](N ∩ C ∩ M),

��� N ∩ C ∩ M � ����
���
� � G ��������
� -� ����


N ∩ C ∩ M = 1,
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�� �� R = CN(R) � 0 ���������� ����
��� �<�%� ��
�
 �� ������
 ��<!� ��
����� F (N) ≤ CN(R) � ��

R = CN(R) = Op(N).

����� ��� M � p�������
������
� �����
� .���� ����� ����
��� <�&����� �����
Op(G/CG(R)) = 1

�
Op(M/M ∩ C) = 1.

1
������ ��� p ����� |M | � 5������������� ���� p �� ����� |M | � �� N/R
� p′������
� �� ��R � �������
� p���������
 �N � ��� ���������� � ����
"<#� ��
�� p ����� |M | �

"�# N = G �$���
��� ����� :�<��":#� ������� ������� ����� ��� N � 5����������� N 6= G � 7���
 ��������� |N | < |G| � �� � ���� ��	��
 ������ G � N
� p�������
������
� �����
� ���������� ����
��� "�#� �� �����

R = CN(R) = Op(N),

�� Op′(N) = 1 � 1�
���� N � ������
������
� �����
 �� ������
�������
R � ����
���
� �������
� � N ��������
� ��� ������������ "<#�$�����
�������N = G �

"�# ���� Q 	 ��������� r �

��
������ �
G� �
�

r 6= p � F 	���������� �
Q ��
������� �� ���� F = 1� ���� G = DF


��
��������� �������������� ��
������ D �$���
��� �������� ��������
 F ��	� Q�������
 � G � ��	� �����
p�������
�������� ��	
������ �G � ������������ ��� F 6= 1 � 5����������� ��������
 F Q�������
 � G � � ����� T � �
�
� ��
������
���
���������
 � G � ���

FT = G � F ∩ T ≤ FsG.
�� ����� <�&��� T �������� ��	����
����� ���������� ������ G � /�������� <�&�:"�# � :�<��"<#� ��������
 FsG

��	����
���
 � G � �����������
��� ����� <�&�<"�#� ����� �����
FsG ≤ Or(G) ≤ CG(R),

��� � ���� "�# � "�# ������ FsG = 1 � 1�
����

T ∩ F = 1,
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� ������ ��� ��������� r���������� Tr
�� T �� ����� |Tr| = r � / ��������� :�<��":#� �� ���
�
��� ��� ������� ������� ����� ��� T � 7
� �
�

F 6= 1 � T ∩ F = 1,

�� T 6= G � � ������� ����
��� ��	��� ������G �T � p�������
������
������
� ����� ���
|G : T | = rα

��� ���������� �
���
������ ����
 α � � ������ R ≤ T � ���������
CG(R) = R, �� ������ ��� Op′(T ) = 1 � $�����
������� T �������
������
� �����
 � R � ����
���
� �������
� ��������
 � T �7
� �
� T � ��	����
���
� � G ��������
 � R �
�
����������
 � T � ��
R ����
���
 � G � ��� ������������ "<#�7
��� �	�
���� F �� �������� Q���������� � G � � ��������� ��������� p�������
�������� ��������� D �� ����� FD = G ���� �� �
� � ���������� 
	�
��� ��������� �
�������� ��� D �������
������
� �����
�

"&# ���� Q 	 ��������� r �

��
������ �
G� �
� |Q| 6= r < p � Gp 	��������� p�

��
������ �
G� �� r - |G : N(Gp)| �7
� �
� |Q| 6= r � ��� ����� "�#� �
��
� �
����
���
� �Q ��������
����� ������
�������� ��	
������ � G � ����� {Q1, . . . , Qt} � �
	������ �
����
����� � Q ��������� � ����� Ti � �
�
� ������
������
���������
 ������ G � ���

QiTi = G, i = 1, . . . , t.

����� P � �������
� p���������
 � T1
� �������� ��� P ����������������� p����������� � G � 1�
���� P ����
���
 � T1

� 7
� �
� Q��������� ��
�������� �
 ��������� ��������� p��������� ������ G ��� ��� �
����� i ∈ {1, . . . , t} � Q �
������ �
��� ������ xi
� ��� P xi

� �������
� p���������
 � Ti
� $ �
���� i ∈ {1, . . . , t} ������
������������ ������ �
	�� gi1, . . . , gir

������
������� ����� �������
��
���� �� ��������� Qi

� Q �
���� ��� ������� �������� ����
����
�
Ti
� � ����� S � �	��������� ���� �
��� �
	�����1
������ ��� ��������� P xi E Ti

� �� �
���� ������ �� gi1, . . . , gir����� ��� gxi � ��� g ∈ NG(P ) � ����� ��� ��������
 Q ������
�������������� S � 7
� �
� ��� ���

g−1gxi ∈ Q′ ⊆ Φ(Q),

�� � ���������������� Q ������
���� ��������� �
	���� ���������� NG(P ) � )��� ���
�
�� ����������� "&#�
&�
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" # ����
�� ������ G

������� �� ������� ���� �� ��� �������

������5�������� ���G � {p, q}������
� � �����Q � �������
� �������
�
q���������
 ������ G � ������
�
��� � M � 7
� �
�� ����
��� "�# � "�#������ ����� Op(M) = 1 � ��

F (M) = Oq(M).

������ ������������ ��� |Q| = q � � ����� P2 � �������
�
p���������
 �M � 7���


P2 ' M/CM(Q) = M/Q

�������� ����������� �������� )��� � �
�������� ���
�
��� ���
��������
 M ������
������
� � ������ q > p � ����� P = RP2.

7���

P � �������
� p���������
 � G � ,��� P1 � �
����
���
� ��������
� P �
�
�� ��� P2 ≤ P1,

��

P1 = P1 ∩ RP2 = P2(P1 ∩ R).

����� ��� R 6⊆ P1.������������ ��� P1
�������� Q���������� � G ����������������

L = P1sG

� T � �
�
� ��
������
���
� � G ��������
� ���

P1T = G � T ∩ P1 ≤ L.

������������ ��� L = 1 � 7���


|T | = pqb,

� ������� ����
��� ����� :�<��":#� ������� ������� ���
���� ��������� T � $�����
������� T � p�������
������
� �����
� ���������
Oq(G) = 1 � ��� � ���� <�&�<"�#� �� �����

Oq(T ) = 1 = Op′(T ) = 1.

1�
���� T � ������
������
� �����
� -� ����
� � ���� q > p � �� ��������� �������
� q���������
 �� T �������� ����
����� � T � 
 ��
������
 ���������� � Oq(T ) = 1 � )�� ������������ ���
���
��� ��� L 6= 1 �/ ���� ���� <�&�<"&# � <�&�:"�#�
L ≤ Op(G) = R,
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� ������
L ≤ R ∩ P1.1
������ ��� R ≤ T � 5������������� �
� �
� T ��	����
���
� G � �� ����� <�&��� �� ��������� T �������� ��������� ���������

q���������� Q ������ G � ��

R ≤ QG ≤ TG.

7
��� �	�
����
T ∩ P1 ≤ R ∩ P1 ≤ T ∩ P1,��� ������ T ∩ P1 = R ∩ P1
� $�����
������� � ����

T ∩ P1 ≤ L ≤ R ∩ P1

�� �����
��
T ∩ P1 = L.

�������� ��� R ∩ P1
�������� ����
����� � P ����������� $ ��������������

L = R ∩ P1

� S���
������
���
� G ��������
� � ������ ��� ��������� ���������
q���������� Q ������ G �� �����

Q ≤ NG(L).

1�
����L� �������
���
� �P ��������
� �����
� �������� ����
������ G � $�����
�������
R ≤ L ≤ P1,

�������������
7
��� �	�
���� P1

�� �������� Q���������� ����������� G � � � ������������ � �������� � ������ G ������� �
�
�
p�������
������
� ��������
 T � ��� G = P1T

� ���
���� ��� �������
�
q���������
 Tq

����
���
 � T � 5������������� ���� Op′(T ) 6= 1, ����������� π(G) = {p, q} � |Q| = q, �� �����

Op′(T ) = Tq E T.

������������ ��� Op′(T ) = 1.
7���
 �����
 T ������
������
� 7
� �
�

q > p � ��
Tq ≤ Op′(T ),

��� �������� � ������������� $�����
������� �
���
����
���� �
��
����
� ����������� 7
��� �	�
����Tq

�������� ����
����� ����������
&�
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� T � 7
� �
� Tq � �������
� q���������
 � G � �� ������ ��� Tq
�

Q ���������� �� ���� Tq = Qg ��� ���������� g ∈ G � �������� ���
M = NG(Q),

��� ������ Mg = NG(Tq).
7������ ��������� �����������

����� �� ������ ���
T ⊆ NG(Tq) = M q.

����� T 6= Mg � 7
� �
� G = P1T, �� �����

Mg = Mg ∩ P1T = T (Mg ∩ P1),

�� ��
���� �
������ �������
� p���������
 Mp
� Mg � �������
�

��������
 Tp
� T �
���� ���

Mp = Tp(M
g ∩ P1).

-�� �
� �� ��� ��
���Mp � ���������
� �����
� $�����
�������
��	� Mg ∩ P1 = Mp,

��	� Tp = Mp.
����� ����� ����� ��������� ����
�� ����� P3 � �������
� p���������
� T �
�
�� ��� P3 ≤ Mp.

7���
 �� ����� P3 ≤ P1
� � ������

|G : Q| ≤ |P1|.

-� T = P3Q1
��� ��������� ��������� q���������� Q1

�� T � � �������� �����
G = P1T = P1P3Q1 = P1Q1,��� ������

|G : Q| ≤ |P1|.*��
��� ����

|G : Q1| = |P | > |P1|.)�� ������������ ���
���
��� ���

Mg ∩ P1 6= Mp.

$�����
�������
Tp = Mq,

� T = Mg.
-
������ ��������� G = MR, �� ��� ��	��� g ∈ G �� �����

g = mr � ��� m ∈ M � r ∈ R. $�����
�������
Mg = Mmr = M r = P r

2 (Zq)
r.
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7
� �
� P1 � �
����
���
� ��������
 � P � �� P1
�������� ����
�����

���������� � P � *��
�� ��������� P2 ≤ P1
� �� ����� P r ≤ P1.$�����
�������

G = P1T = P1M
g = P1P

r
2 (Zq)

r = P1(Zq)
r,

� ������
|G| = |P1|q < |P |q.

���������� ������������ ���
���
��� ��� |Q| > q ������ E � �
����
���
� ��������
 � Q � ������������ �����������
 E �������� Q���������� � G � � ����� T � �
�
�
��
������
���
� � G ��������
� ���

ET = G � E ∩ T ≤ EsG.

���������
EsG ≤ Oq(G) = 1,

�� T � ���������� � E � G � � ������ ������� ������� ����� ��� T �$�����
������� T � p�������
������
� �����
� -� ��� �
� � �����
������������ �������� � ������������� $�����
������� ��������

E �� �������� Q���������� � G � � ������� ����
��� ������� ������������ p�������
�������� ��������� T ������ G � �� �����
ET = G � ����� ��� R ≤ T � $�����
������� Op′(T ) = 1 � ��� ������������
���������� ������ T � -� ����
 p > q � � ������� ����
��� "&#���������
 P ����
���
 � G � ��� ������������ "�#� )�� �������������
�
����
�� ���
�
�������� " #�

"'# �� ��������
π(G)�{p} ���
���� ����� ����� q � ���

��������� q �

��
������ ������ G �� �������� ������������5������������� ����������� ���������� ������ ��� M �������
������
� �����
� ����� q � �
�	������ ����� � π(G) = π(M) �7
� �
�
Op(M) = 1,

�� p 6= q � 7
� �
� �����
 G �������� p��
��������� �� PQ = QP��� ��������� ��������� p���������� P � q���������� Q �� G � 2����������� ��� ������� ������� ����������� � ������ PQ � -� |PQ| < |G| �� ������ PQ � p�������
������
� �����
� 7
� �
� R ≤ PQ � ��

Op′(PQ) = 1.

7
��� �	�
���� PQ � ������
������
� �����
� � ������

Q ⊆ Op′(PQ) = 1.
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���������� ������������ ���
���
��� ��� ����� "'#��������������� ����������������
���� ��� �������
� p���������
 ������ G ����
���
 � G �$���
��� "'#� ��� ���������� q ∈ π(G) � ��� q 6= p � �������
�
q���������
 Q ������ G �� �������� ������������ ����� Q1 ��
����
���
� � Q ��������
� 7���
� ����
��� "�#� G = Q1T

���
��������� ������
�������� ��������� T � 7
� �
�� ��������� R ⊆ T ��� p � �
�	������ ����� � π(G) � ����� Tp � �������
� p���������
 � T ������ ��� Tp � �������
� p���������
 � G � 1�
����

Tp E T.

.���� ����� ����
��� "&#�
q - |G : N(Tp)|,

��� ������ ����
������� ��������� Tp
� ������ G � -� �� ����������� ���� "�#� 7�����
 ���
�
�
�

�#�#�# �)��� �:;!� ����� N 	 p�

��������� ���������
��
������ ������ G � p�

�������������� ������������� G/N � �������
�� ���������� ��
������ ����� ��������� ��
������ �� N ��� ���������� S �

�������������� �
G� ���� p�

��������������
��������� �
G� �� G p�

��������������
7�����
 ���
���
���� 
�
������� ������� :�&�<�
�#�#�# �	����� �<:!� ����� p 	 ������� ������ G 	

p�

��������� ������ � H 	 ��������� ��
������ ������ G ��������� G/H �����
����� ������ ���� p�

�������������� ������ �������
�� ���������� ��
������ ��������� ��
������ ��H Q�

��������
G� �� G �����
����� ������ ���� p�

�������������� ������
�#�#�# �	������ p�

��������� ������ G ��������
p�

�������������� ���
� � ������ ���
�� ���
� ���
�� ����������
��
������ ���
�� ��������� ��
������ �� G ���� p�

��������������
��������� �
G �

�#�#�# �	������ p�

��������� ������ G ��������
p�

������������� ���
� � ������ ���
�� ���
� ���
�� ����������
��
������ ���
�� ��������� ��
������ �� G ���� p�

�������������
��������� �
G ��)(����	
���)# ������������ ��� �
���� �����������

�������� � ����� G � ����������� �����
������ ������
� 7���
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�����
 G ����������
 �� �� ����������
� �����
���
� ����
���
���������
 R �
���
� ���

R = CG(R) = Op(G)

"��� ���
�
�������� ������� :�&�<#� $���
��� ������� :�&�:� G �
p�������
������
� �����
� 1�
���� |R| = p � � ������ G/R � 
	����
�����
� 1�
���� R � �������
� p���������
 � G � � ������� ����
����������� �����
G p������������
� ���������� ������������ �
����
�����
�
�������� �
����� ����������

�#� %�&���� � ()�)��� �
���(����	
�� �)���&��� �	��)

Q��	)���
/����� �
����
����� ��������� 	��� ������� 9��������

� �
	��� �<�;!� ��� 	��� ���
�
�� �
���� ��� �����
 ������
������
�
���� �
��
� �� :��
����
���
� ��������
 ����
���
�5
���� �������
�����������
� ��������� 	������� ����
 ������� �
����
������
� �
�������� ��������� ����
��������� ������ � �����������
��
��� ������ �� � �
�������� ��������� ������
���������� �
 ������
�������� �
�
�
���� �
 :��
����
����� ���������� 1
�
�
 ����
���������
�������� ����� � ������
� :��
����
����� ��������
	��
 �����
 � �
	��� �<�;! � �
��
� ����������� � ��� ������
X���
������
����� ���������/ �
���� �
����� �����
 �
�
�
 ��������
��� ������
����������
����� � ������
� :��
����
����� �������� � �
��
� ������ ��
	�
Q���������� ���������

�#�#�# ����	��� ����� H 	 ��
������ ������ G � ���
�
H ���������� ����� Q�

��������� �
G� ���� � ������ G ����������

����� �������������� �
G ��
������ C � T � ��� C = HT � T ∩H ≤

HsG �
*������� �������
��� �
����� �
����
 �������� �������
�

������
�
�#�#�# �)��� �:<!� ����� G 	 ������� ���
� ���
�����������
���� ������������
"<# G ��������������
":# ���
�� 2�

���������� ��
������ E �� G � ���������
��
���� |G : E| ���� ����������� 
��������� �

EG � � ����������
����� ��������� ��
������ T � ��� ET = EG � T ∩ E ≤ EG �

&%
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"�# ���
�� 2�

���������� ��
������ E �� G � ���������
��
���� |G : E| ���� ����������� 
��������� �

EG � � �����
Q�

������� �
G �

������ ������� �
�	���� �	��� �������
 ��
	� Q�������������������
�#�#�# ���� �:<!� ����� G 	 ������ � H ≤ K ≤ G � ���
��
"<# ���
������� ��� H �������� �

G � ���
� K/H �����
Q�

������� �
G/H ���
� � ������ ���
�� ���
� K �������� �����

Q�

��������� ��
������� �
G �

":# ���� H ����� Q�

������� �
G� �� H ����� Q�

������� �
K �2���
 ���
���
���� 
�
������� ����� :�<���

5��
��� ��������� ������ �����
� �������� ����� �� ��
����
�
��� � ���
�
�������� ������� :� �: � ������
����� �
�������������
��������

�#�#�# ���� �:<!� ����� G 	 ������ � p 	 ������� ������
������ G �������� ��������� ���
� � ������ ���
�� ���
� �����
���������� ��
������ M �� G �������� ����� Q�

��������� �
G���� |G : M | 	 ������� ����� p ��)(����	
���)#")��)���)��
# ������ ������������ ���G�
������
� � �����M � ����������
� �
����
���
� ��������
 ������

G � 5��
���� ��� � ��� ����
�M ��
	� Q�������
� ,���M ����
���
� G � �� ��
 ��
	� Q�������
 � G � ����� M � ������
���
� ��������
� G � T/K � ��
���� �
���� ������ G �
���� ��� K ≤ M � ����


TM = G = MG � T ∩ M = MG = MsG,

�� ����� <�&�< "�#� $�����
�������M ��
	� Q�������
 � G ��)����)��)��
# 7����� ������������ ��� ��� �
����
�
����
����� ��������� M �� G ��	� |G : M | � ������� ����
 p ���	� M �������� ��
	� Q���������� ���������� � G � 5��
���� ��� G�
������
�

����� L � �����
���
� ����
���
� ��������
 �� G � ����������������
 ����
 ��� G/L � ��� �� �������� G/L � �
������
�$�����
������� ����� ������������� ��� L � ��
	����
 ����������
������
���
� ����
���
� ��������
 �� G � �� ����� ��
������ �����	��� �������� ����
 q � �������� |L| � � ��� ��������� ���������
q���������� Q �� L ���������� �
����
���
� ��������
 M ������ G�
�
�� ���

LM = G � NG(Q) ≤ M.
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����� ��� MG = 1 � q �� ����� |G : M | � ,���

|G : M | = pα,

�� p ����� |L| � 1�
����
NG(P ) ≤ M

� p �� ����� |G : M | � ������������� $�����
������� G �����
�
����
����� ��������� M �
���� ��� |G : M | �� �������� ���������������� ����
 p � MG = 1 � $�����
������� �� ��������� M ��
	�
Q�������
 � G � 7
��� �	�
���� G ����� ��
������
����� ���������
C � T �
���� ���

C = MT � T ∩ M ≤ MG = 1.
7���
� ����� �
����
������� M � ��	� C = G � ��	� C = M � ,���
C = M � �� M ��
������
���
 �� �� ����� <�&�:"�#� M ��	����
���

� G � $�����
������� M ����
���
 � G � 7���
 MG = M � �������������
1�
���� C = G � $�����
������� |T | ����� |G : M | � ����� X
� �����
���
� ��	����
���
� ��������
 �� G � ������
�
��� � T ���������� F (G) = 1 � �� X � �����
� ��
	����
 �����
� �� �����<�&�<"&#� �� ������
������� X ≤ L � 7���
 L ������
���� � ���� ������������������� ������� ��
	������ ����� ���������� ���������X � 7
��
� q �� ����� |G : M | � |X| ����� |G : M | � ����� (q, |L|) = 1 � 5
���������������� ���
���
��� ��� G �
������
� 7�����
 ���
�
�
��)(����	
���) �)��� :� �:�

"<# ⇒ ":#� ������ ������������ ��� G ������
������
� �
����� E � �������
� 2��
����
���
� ��������
 �� G � ������
������������

|G : E| = pq, ��� p > q.
5��
��� ��������� �� ������� |G| � ��� E ����� �������������	
������ � EG � ���������� �
�
� ����
���
� ��������
 T � G � ���

ET = EG � T ∩ E ≤ EG.

������������ ��� D = EG 6= 1 � 7���
 �� �������� E/D �����
����������� ��	
������ 〈aD〉 � (E/D)(G/D) � 7���
 �����

(E/D)〈aD〉 = (E〈a〉)/D = (E/D)(G/D) = EG/D,

� ������ E〈a〉 = EG. $ ������ �������� ���������� �
�
� ����
���
�� G/D ��������
 T/D � ���

(E/D)(T/D) = (E/D)(G/D) � (T/D) ∩ (E/D) ≤ (E/D)(G/D).
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$�����
������� �� ����� <�&�< "�#�
(E/D)(T/D) = (ET )/D = (E/D)(G/D) = EG/D � (T/D) ∩ (E/D) =

= (T ∩ E)/D ≤ (E/D)(G/D) = EG/D.
7
��� �	�
���� ET = EG � E ∩ T ≤ EG

�
7����� ������������ ��� D = 1 � 7���


π = π(F (G)) ⊆ {p, q}.

��������� G ������
������
� �� G/F (G) 
	����
� $�����
�������
EG ≤ F (G)E.

����� r � �
�	������ ������� �������� ������
 |G| � Gr

� �������
� r���������
 Gr
� ��������� G ������
������
� �� Gr����
���
 � G � Gr ≤ F (G) � ,��� L � �����
���
� ����
���
���������
 �� G � ������
�
��� � Gr

� �� L * E � r �� ����� |G : EL| ������������� ��� Gr = F (G) � 7���


EG ≤ GrE = LE.

$�����
������� E ����� ����������� ��	
������ � EG � ����������
�
�
� ����
���
� ��������
 T � ���

ET = EG � T ∩ E ≤ EG.

7����� ������������ ��� π = {p, q} � � ����� Q � �����
���
�����
���
� ��������
 �� G � ������
�
��� � ��������� q������������ F (G) � 7���

G = [LQ]E,

� ������
EG = E(EG ∩ LQ).

7
��� �	�
���� E ����� ����������� ��	
������ � EG � ����������
�
�
� ����
���
� ��������
 T � ���

ET = EG � T ∩ E ≤ EG.

":# ⇒ "�#� *��������
"�# ⇒ "<#� 7����� ������������ ��� �
��
� 2��
����
���
���������
 E �� G � ������
���� �������� |G : E| �����

����������� ��	
������ � EG � ��
	� Q�������
 � G � ���
���� ��� G
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������
������
� 5�������� ��� �� �������� � ����� G � ����������������
������ ������
� 7���

"<# G 	 ��������� ������������������� ��� G � �����
� ��
	����
 �����
� ����� M

� �
����
���
� ��������
 �� G � π � ��������� ���� ���������������� |G : M | � 7���
 �������
� �
����
���
� ��������
 E �� M����� ������
���� ������ |G : E| � 5������������� ���� |π| > 1 � ������������� ��������� �����

|G : M | = pa

��� ���������� �������� p � ����� E � �
����
���
� ��������
 �� M �
������
�
� ��������� p���������� ��M � 7���
 ������ |G : E| ��������������
���� �� �� �������� E ��
	� Q�������
 � G � ����� C � T ���
������
����� � G ��������� �
���� ���

TE = C � T ∩ E ≤ EsG.

�� ����� <�&�:"�#� C � EsG
� T � ��	����
����� ��������� �� G ���������� G � �����
� �����
� �����

C = T = G � E = EsG = 1.

-� ����
 |M | � ������� ������ �� ��
����G ������
������
� ���������������������� ���
���
�� "<#�
":# G ���� �
���������� ��������� ��������� ��
������

L� � L = GU 6⊆ Φ(G) ��������
U�

����
����� �� G ������ L � �����
���
� ����
���
� ��������
 �� G � 7���
� ������� :� ��"<#� �������
 ����
 ��� G/L � ������ G/L ������
������
����� ��	��
 ������ G � ��������� U
�������� �
�������� ����
������� ����� ":#�

"�# G ���������/���� "<# � ":#�G ����� ����
����� �
����
����� ���������M ������ |G : M | = p � 7���
 �
��
� �
����
���
� ��������
 E �� M �
��� ������� |M : E| �� �������� �������� ����
 p � �������� ��
	�
Q���������� � G �� �������� �� ����� :� ��":#� ��������
 E ��
	�
Q�������
 � M � $�����
������� M �
������
� ����� ������� :� ���
1�
����G �
������
�

"�# G = [L]M

�� ��������� ���������� ��
������ M �� G��
�

L = CG(L) = Op(G)

�� ���������� �������� p 6= |L| �/���� "�#� L � p������
 ��� ���������� �������� p � $���
��� ":#�

L = CG(L) = Op(G)
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� |L| > p � ��������� G �� �������� ������
���������
"�# L �� �������� ��������� p�

��
������� �� G ������������� ��� L � �������
� p���������
 �� G � � ����� E �����
���
� �
����
���
� ��������
 ��M � 7���
E ����� ������
���������� |G : E| �� �� �������� E ��
	� Q�������
 � G � �����
����������� ��	
������ X � EG � ������������ ��� E = 1 � � �����
V � �
����
���
� ��������
 �� L � 7���
 �� �������� V �������� ��
	�
Q���������� � G ����������� ����� C � T � ��
������
����� � G��������� �
���� ���

C = V T � T ∩ V ≤ VsG.

��������� L � �������
� p���������
 �� G � �� ��������� VsG
�

C � T ����
���� � G � �� ����� :� ��� $�����
������� T = L � V = 1 �-� ����
 |L| = p � ��� ������������ "�#� 7
��� �	�
���� E 6= 1 � �����
|M : E| = q �Q � �������
� q���������
 ��M ������ ���Q � �������
�
q���������
 �� G � ������

A = EGQ = OEG

�������� ���������� ������ G � ��������� E ����
���
 � M � �� EG ≤
LE � ������������ ���

1 6= L ∩ EG 6= L.
7���
 1 6= L ∩ A 6= L �

LA = LEGQ = LM = G.

1�
���� L ∩ A ����
���
� ��������
 � G � ��� �����������������
������� L � $�����
�������
��	� L ∩ EG = 1,

��	� L ≤ EG.
������������ ��� L∩EG = 1 � �� ����� <�&�:"�#�EG ��	����
���
 � G �� ������

L ≤ NG(EG).
$�����
�������

LEG = L × EG

�� 	���� ����� EG ≤ CG(L) = L � ���������� ������������ ���
���
������
L ≤ EG � EG = LE = XE.
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��������� L � �������
� p���������
 �� LE = XE � �� L ��������
��������� p���������� �� X � � ������ L � ���������
� �����
� ��������������� "�#�
"&# M ���� ����������� ���������� ��
������ E ��������� |M : E| = q 6= p ������������� ��� �
��
� �
����
���
� ��������
 E �� M� ��������

|M : E| = q 6= p
����
���
 � M � 7���
 M � q������������
 ��� ���� �
��� q �$�����
������� M p��
�����
� -� ����� "�#� ����� Op(M) = 1 �$�����
������� L �������� ��������� p����������� � G � ��������������� "�#��������������� ������������������ E � ������
���
� �
����
���
� ��������
 �� M �
�
��
���

|M : E| = q 6= p.
����� D = EG � T � ����������� ��	
������ � E � D � ��������������� M ≤ D � 7���
 ��������� ��� D = G � $�����
�������

G = ET = MT.

����� ���
K = M ∩ T 6= 1.

1�
����
KG = KTM = KM ≤ MG = 1.

���������� ������������ ���
���
��� ��� M * D � $�����
�������
E = D ∩ M

� ��	����
���
� ��������
 �� M � -� E � �
����
���
� ��������
� M � ������ E ����
���
 � M � 5
���� ������������ �
����
�����
�
�������� ��������
$���������� ������� :� �: �������� ��������� ���������

�������
���
�#�#�# �	����� "�� ������� �<�;!#� ������ G ������������������ ���
�� �� �

�

���������� ��
������ �������� �
G �

�#�#�# �	����� "���� ������� �� !#� ������ G ������������������ ���
�� �� �
�

���������� ��
������ S �

������������� �
G �

 �
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� ������
���

 %���� � ����""��

Q�
$����""��
 ���%������


��������� ��� �����
G = HK � ����
������ ������
�����������������
�� H � K �� �����
 �������� ������
��������� *������
��������� ����
�� ������� � ������
���������� ������ G = HK� ����
������ ������
��������� ��������
�� H � K � ���������
H � K ����� ��
���� ������� ������� "�<;'!� <% < ���#� �����

G ����� ������������� ������
�� "�&&!� <%� ���#� ��������� �� H������
������� �� ����� ��������
�� �� K � 
 ��������� �� K������
������� �� ����� ��������
�� �� H � "�&�!� <%'% ���#� ����	�
����
���
 �
��
	
���
�
�� � � ��
��� 0�-� $��	�� /��	��� 6�
� .���  
�
 �<:<!� (���� �
���� ��
�� �������� ��������� �����
��������� ���
���������������� �
���������� � ������
����������
�
����������� ����� �
 ������ ������� Q������������ ������������������

�#� ")��� ����(�����'�� �����	
�)������ ��&��

-
������� ��� �����
 G �
���
���� ���
�������������� �������������� ����
���
� �����������
� ��������
 N ������ G �
�
����� �
���������
G/N �����������
� / �
���� �
����� �� ���
���
����������� ����� �
�
������
��� ���
������������� ������
�#�#�# �)��� �<��!� ������ G ��������������� ���
�

� ������ ���
�� ���
� G = AB � �
� ��
������ A ����������� �
G�

B 	 ������� ������� ��
������ �
G � ���
�� ��������� ��
������ ��

A �������� Q�

��������� �
G �

5�� ���
�
�������
 ���� �������
�
 �
� ���
��	���� ���������
������

�#�#�# ���� �<��!� ����� G = AB � �
�
A 	 ������������

��
������ ������ G� B 	 ������������� ��
������ ������ G�
� ���
�� ��������� ��
������ �� A ���� ������������ 
���������� ������ G � ���
� ������ G ��������������)(����	
���)# ������������ ��� �
 ����
 �� ����
� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	��� �
��������� �
���

"<# A � ���
�� ����������� ��
������ ������ G� ��
������� A��������������
 &
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����� A ≤ M ≤ G � ��� M 6= G � 7���


M = M ∩ AB = A(M ∩ B),

��� M ∩ B � �����������
� � G ��������
 � A � ��	����
���
���������
 � M � ����� Ap � �������
� ��������
 ������ A � T ���	����
����� ���������� ��� Ap
� G � 7���


M = M ∩ ApT = Ap(M ∩ T ),

���� ����� ����� <�&�<"�#� M ∩ T ��	����
���� � M � 1�
���� �������������� ���
������� ��� M � � ��������� |M | < |G| � ��� �� ��	��������� G �M � �����������
� �����
� ����� ��� A �����������
�
":# G ���������
�� ��������A ��	����
���
 � G � � ������� ����� "<# � �� �����<�&�<"'#� A ���������� � ��������� �
�������� ����
����� ���������

N ������ G � -� ����

G/N ' B/B ∩ N

�����������
� � ������ G �
������
�
"�# G/P ������������ 
�� ���
�� ��������� p�

��
������ P������ G� ��
������� ��������� p�

��
������ �� A ����
���� ��� ������� ������� ���
������� ��� G/P � ����� ���

(AP/P )(BP/P ) = G/P,

��� BP/P �����������
 � AP/P ��	����
���
 � G/P � ����� Q/P ��������
� q���������
 ������ AP/P ' A/A ∩ P � 7���
 (q, |P |) = 1 �
Q = AqP

��� ��������� ��������� q����������Aq
������A � ���������

A � ��	����
���
 �G �� ����� "<#�A �����������
� �� Aq
��	����
���


� G � � ������
Q = Aq × P.

����� T � ��	����
����� ���������� ��� Aq
� G � �����

D = Q ∩ TP = Q1 × P1,

��� Q1 � �������
� q���������
 �� D � P1 ≤ P � ����� ��� Q1 ≤ Aq
� 7
�

�
� (q, |P |) = 1 � �� Q1 ≤ Tq
��� ��	�� ��������� q���������� Tq

�� T �� ������
Q1 ≤ T ∩ Aq = 1.

1�
����D = P1
�� ������
�������

TP/P ∩ Q/P = 1.

  

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



*����
 �������� ��� TP/P � ��	����
����� ���������� ���Q/P �G/P ��� ��	��� ������ G �� �
����
��� ��� G/P �����������
�
"�# A ≤ F (G) � F (G) 	 r �

������ 
�� ���������� ��������
����� r ������ P � �������
� r���������
 ������ A � 7���
� ����� "<#� P
� ��	����
���
� � G ��������
� � ������� �� ����� <�&�<"&#� P ≤
Or(G) � $���
��� "�#� G/Or(G) �����������
� 7
� �
� G �� ��������������������� �������� ��

A ≤ F (G) = Or(G).

"�# |G| = paq

�� ��������� ������� ����� p � q � � ���������

p�

��
������ ������ G �������������� M � ����
���
� ��������
 ������ G �
�
�� ��� A ≤ M� G/M � �����
� �����
� /���� ":#� |G : M | = q � ������� ������$���
��� "<#�M �����������
� ��������� �
��
� �������
� ��������

P �� M �
�
����������
 � M � �� P ����
���
 � G � � ������� �����
"�#�M = P �

"&# A 	 p�

�������)�� ����� ������� �� "�# � "�#��������������� ������������������ T � ��	����
����� ���������� � ��������� A � G � 7���
��� ����� <�&�<"�#� �������
� q���������
 Q ������ B ���������� � T ������ D = AQ � 7���
� ����� ����� <�&�<"�#�
T ∩ D = Q(T ∩ A) = Q

��	����
���
 � D � 1�
���� D = A × Q � � ������ A ≤ NG(Q) �$�����
������� B ≤ NG(Q) � 7���
 Q ����
���
 � G � $�����
�������� ���� "�#� G �����������
� ���������� ������������ �
����
��
���
�
�������� ������

�#�#�# ���� �<��!� ���� G = AB � �
� ���
�� �����������
������ �� A �������� Q�

�������� �
G� � B 	 �������

������������� ��
������ �
G� �� ������ G ����������)(����	
���)# ������������ ��� �
��
� ����
 �� ����
� �

����� G � ����������� �����
������ ������
�7���
 �
��
� �����
���
� ����
���
� ��������
 ������ G �������
�
��� � A � �� �������� 
	������� 5������������� ���� ������������ 
	������ �����
����� ����
����� ��������� L �� �����
L ≤ A � ��� ����
��� ����� :�<��� ������� �
���� ����� ����� ���
G/L � � ������ �� ��	��� ������ G G/L �
������
� -� ����
 G ��
������
� �����
� ��� ������������ �� ��	����
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������������ A = G � ����� P � ����������
� �������
���������
 � G � ����� D = PqG
� $���
��� ����� <�&�:"�#� ��������
 D�������� ��	����
����� � G � � ������ D ≤ F (G) �� ����� <�&�<"'#�-� �� ��� ��
��� ��� � G ��� 
	������ �����
����� ����
�������������� � ������ D = F (G) = 1 � -� ����
��� ������� ��������


P Q�������
 � G � � ������ � G �
������ �
�
� ��
������
���
���������
 T � �����
� �������� ����������� � P � G � �������� ��� T��	����
���
 � G � � ������ T � ����
���
� � G ��������
� ����
�������� <�&�<� ��
�� �
��
� �������
� ��������
 �� G ����� ����
��������������� � G � � ������ G � �����������
� �����
� ���������������������� �
����
�� ���
�
�������� ������
�)(����	
���) �)��� ��<�<�
")��)���)��
# 5�������� ��� G = AB � ��� A � ��	����
���
���������
 ������ G � B � ������
 
	����
 ��������
 � G � �
��
��������
� ��������
 �� A Q�������
 � G � ���
���� ��� �����
 G���
�����������
� ������������ ��� �� �� ������ � ����� G ������������ �����
������ ������
� $���
��� ����� ��<��� �����
 G�������� �
��������� 5��
�
�������� �
��	��� �
 ��������� �
���
"<# ����� N 	 ��������� ��������� ��
������ �

G����������� p�

������� 
�� ���������� �������� ����� p � ���
����� ���� N ≤ A� ���� (p, |A|) = 1� �� ������������ G/N������������������������ ��� A/N ��	����
���
 � G/N � ��������

BN/N ' B/B ∩ N �������� �������� 
	������ � ������ G/N �

G/N = (A/N)(BN/N).

����� P/N � �������
� p���������
 � AN/N � ����� Q � �
�
��������
� ��������
 � AN �
�
�� ��� P = QN � $���
��� <�&�&�
Q = ApNp

��� ��������� ��������� q����������Aq
��A � ��� ���������

q���������� Nq
�� N � ��������� �����
 G �
������
� �� N � 
	����


p������
 ��� ���������� �������� ����
 p � � ������ ��	� N ≤ A � ��	�
(p, |A|) = 1 � $�����
������� AqN/N � �������
� q���������
 � AN/N ��������� ������ ����� :�<��"<#� �� ������ ��� AqN/N Q�������
� G/N � 7
��� �	�
���� ������� ������� ����� ��� G/N � � �������
����
��� ��	��� ������ G � �
���������
 G/N ���
�����������
�

":# ��� ����� ��������� p�

��
������ P �� A ���� ����
PqG = PG ������ D = PqG

� ��������
 D ��	����
���
 � G � � �����������
��� <�&�<"&#� ����� �����
D ≤ Op(G) ≤ P.
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1�
���� ���� P �������� ��������� ���������� � G � �� D = PG
�

������������ ��� P �� �������� ��������� ���������� � G � 7���
��������� G = AB � �� P ≤ Bx
p
� ��� Bp � �������
� ��������
 � /� x ∈ G � �������� ��� Bx

p
�������� ��������� ���������� � G � 7
� �
�

B 
	����
� ��D ����
���
 �Bx
p
� �����Gq � �������
� q���������
 �G ���� q 6= p � 7���
 DGq � ��������
 � G �D ����
���
 � DGq

� � ������
D � ����
���
� � G ��������
� ��� ������ �
������� PqG = PG

�
"�# AG 6= 1 ������������� ��� AG = 1 � 7
� �
� ����
��� ������� B ��������
	������ �������� �� ����� �����

(A ∩ B)G = (A ∩ B)BA = (A ∩ B)A ≤ A,

� ������ A∩B = 1 � ��������� G = AB � ��� ����
��� <�&�&� ��� ��	����������� ����
 p �
������ �
��� ��������� p���������� Ap
� Bp

� Gp� A � B � G ��������������� ��� Gp = ApBp
� -� �� ������� ��������


B �������� ��������� � ������ �� �
������
 A ∩ B = 1 �������� ���
A �������� �������� ���������� � G � -� �� ������� ��������
 A��	����
���
 � G � � ������� ����� <�&�<"�#� ��������
 A ����
���
� G � ���������� ������������ �
����
�� ���
�
�������� �����������
"�#�

"�# � ������ G ������ � �������� �
�� ���������
��������� ��
������ L� ��
��������� �

A� � L �������� p�

�������
�� ���������� �������� ����� p �5������������� ����
��� "�#� ���
 �� �����
����� ����
������������� L ������ G ���������� � A � .���� ����� �
� �
� ��
�� �������
������������� ����� �������� �
�������� ����
����� ����
�������� <�&�<�� �� L � ����������
� �����
���
� ����
���
� ��������
������ G � ������
�
��� � A � -
������ �
������ ��� ��������� �����

G �
������
� �� L �������� p�������� ��� ���������� �������� ����
 p �

"�# ���
�� ��������� q �

��
������ �� A� �
�
q 6= p� ����

�������������� 
��������� �
G ������Q � �������
� q���������
 �A � ��� q 6= p �$���
��� �������� G ������� �
�
� ��
������
���
� ��������
 T � ���

G = QT � Q ∩ T ≤ QqG.

-�� ����� ":# � "�#� ����� �����QqG = 1 � � ������ T � ��
������
��������������� � Q � G �
�������������� ������������������ Ap � �������
� p���������
 � A � P = (Ap)sG = AG

�

�������� �
���������� G/P = (A/P )(BP/P ) � �� ������� G �����
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��
������
����� ��������� T �
���� ���

TAp = G � T ∩ Ap ≤ P.

7���

(Ap/P )(TP/P ) = G/P

�
Ap/P ∩ TP/P = P (Ap ∩ T )/P = P/P,

� ������ TP/P � ��
������
����� ���������� ��� Ap/P
� G/P �$ ������ �������� ���� Q/N � �������
� q���������
 � A/N � ���

q 6= p � ��� ����� "�#� Q/P ����� ��
������
����� ���������� � G/P

"��� ���
�
�������� ����������� "�# � ���
�
�������� ����� ��<�:#�1�
���� �� ����� ��<�:� G/P �����������
� � ������ G���
�����������
� ���������� ������������ �
����
�� ���
�
��������
���
��������������� ������ G ��)����)��)��
# ������������ ��� G ���
�����������
�
���
���� ��� �
��
� �������
� ��������
 �� G Q�������
 � G ������������� ��� �� �� ����� � G � ����������� �����
������������
� 7���
 G ����� ��������� ��������� P � �����
� �� ��������
Q���������� � G � ����� N � ����������
� �����
���
� ����
���
���������
 � G � F � ��������
 �������
 ������ G � ��������������� N ≤ P � 7���
 P/N Q�������
 � G/N � � ������� �� ����� :�<��"<#�
P Q�������
 � G � �������������1�
���� PG = 1 � � ������

F ∩ P ≤ PqG = PG = 1.

7
� �
� �� ������� �����
 G ���
�����������
 � FP/F � �������
���������
 � G � �� FP/F ����� ����
����� ���������� T/F � G/F �-� ��������� F � T/F � p′�������� �� T � ����
����� ������������� P � G � $�����
������� P Q�������
 � G � ���������� ���������������
���
��� ��� �
��
� �������
� ��������
 �� G Q�������
 � G �7�����
 ���
�
�
�
�#�#�#�	������ ������G ��������������� ���
� � ������

���
�� ���
� ���
�� �� ��������� ��
������ �������� Q�

���������� ������ G �
�#�#�# �	����� ",��� 2�������
� 0�-� $��	
� *�/� 7���� �:�!#�

������ G ��������������� ���
� � ������ ���
�� ���
� G = AB ��
� ��
������ A ����������� �
G� B 	 ������� ������� ��
������ �

G

� ���
�� ��������� ��
������ �� A ����� ������������� �
G �
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�#� ")��� ����(�����'�� ��������� ��&��
/ �
���� �
����� ���
������
 �
���������� ������ �


������ ������� Q������������ �
����
����� �������� �� �
�������/ �
�������� ���
�
�
 �������
� ������

�#�#�#�)��� �<��!� ������G �������� ���
� � ������ ���
�����
� G = AB � �
�

A� B 	 ��
������ ������ G ������ ��� ���
��
���������� ��
������ �� A � ���
�� ���������� ��
������ �� B
Q�

������� �
G �5�� ���
�
�������
 ������� ��:�< �
� ���
��	���� �������
�

����
�
�#�#�# ���� �<��!� ���� ���
�� ���������� ��
������������ G ���� 
���������� ������� �������� �������������� �

G��
�������� �� G ��������������)(����	
���)# ������������ ��� �
 ����
 �� ����
� � �����
�����
 G � ����������� �����
������ ������
� 7���
 |G| �� ��������������� ������� � ������ G � �� �����
� �����
� ����� N �����������
� ��	������
� ����
���
� ��������
 ������ G � M/N ��
����
���
� ��������
 � G/N � � ����� T � ��
������
���
� � G��������
 �
�
�� ���

G = MT � M ∩ T = 1.
7���
 TN/N � ��
������
���
� � G/N ��������
�

(TN/N)(M/N) = G/N

�
(TN/N) ∩ (M/N) = (TN ∩ M)/N = N(T ∩ M)/N = N/N.
7
� �
� ��
�� ���� ������������� ����� �������� �
��������

����
����� �� G ����� ������������ �����
����� ����
�����
���������� ����� N � ����������
� �����
���
� ����
���
�
��������
 ������ G � 7���


CG(N) ≤ N.

����� M � �
����
���
� ��������
 ������ G �
�
�� ��� N ≤ M �� ����� T � ��
������
���
� � G ��������
 �
�
�� ���

G = TM � T ∩ M = 1.

�� ����� <�&�<" #�N ≤ NG(T ) � � ������

NT = N × T.
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-� ����

T ≤ CG(N) ≤ N.

���������� ������������ �
����
�� ���
�
�������� ������
�)(����	
���) �)��� ��:�<�
")��)���)��
# ����������� ��
�
�
� ��� G = AB � ���

A � B � ��������� ������ G �
���� ��� �
��
� �
����
���
�
��������
 �� A � �
��
� �
����
���
� ��������
 ��B Q�������� �G ����
���� ��� G � �
������
� �����
� ����������� �	�
����� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	����
 ��������� �
���

"<# ���� N 	 ��������� ��������� ��
������ ������ G�������� ��
������� �
A ∩ B � �� G/N �������� "�� ����� ��������� ����� :�<��"<##�

":# A 6= G 6= B �5������������� ������������ ���A = G � �����R � �����
���
�����
���
� ��������
 ������ G � 7���
 ������� ������� ���
���������� G/R = (G/R)(G/R) � �� ����� "<#� G/R �
������
� 1�
���� R �����������
� �����
���
� ����
���
� ��������
 ������ G �

R 6≤ Φ(G) � R = A1 × . . . × At,

��� A1 ' . . . ' At � �����
� ��
	����
 �����
������ p � ������� �������� ������
 |R| � M � �
����
���
���������
 ��G � ������
�
�N = NG(P ) � ���P � �������
� p���������
������ R � 7���
� �� ����� ��
������ G = RM � � ������ MG = 1 ������ T � ��
������
���
� � G ��������
 �
�
�� ���

G = TM � M ∩ T ≤ MsG.

�� ����� <�&�< "�#�
M ∩ T ≤ MsG = MG = 1.

$�����
�������T � ���������� ���M �G ������ ��� p �� ����� |G : M | ��� ��
���� (p, |T |) = 1 � *����
 �������� ��� T∩R = 1 � � ������� �� ������<;�� ��
�
 �� ����
 <���!� TR = T × R � 1�
����

T ≤ CG(R) = 1,

��������� R � ����������
� �����
���
� ����
���
� ��������
������ G � R ��
	����
� $�����
������� G = TM = M � ���������������������
"�# A� B 	 ��������� ������ "�� ������� �� ":# � ��	��
������ G#�
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�������������� ������������������ R � �
�	����
� ����
���
� �
������
� ��������

������ G � ���
���� ��� AR/R �����������
� ,��� A ≤ R � �� ����������� ����� ������ A 6⊆ R � R ∩ A ≤ M � ��� M � �
����
���
���������
 ������ A � ����� T � ��
������
���
� � G ��������
 �
�
�����

G = MT � M ∩ T ≤ MsG.
7���


A = A ∩ MT = M(A ∩ T )
� A ∩ T � ��
������
���
� ��������
 � A � ��������� T ∩ M��
������
���
� � G ��������
� �� T ∩ M ��	����
���� � G � /����
"�#� T ∩ M �
������
 �� ������
������� T ∩ M ≤ R � 7���
 �� �����

(R ∩ A)(T ∩ A) ∩ M = (R ∩ A)(T ∩ A ∩ M) = (R ∩ A)(T ∩ M) ≤ R ∩ A.

$�����
������� �� ����� ��:�:� A/R ∩ A � �����������
� �����
� �������
AR/R ' A/R ∩ A

�����������
� 0�
������� ����� ���
�
��� ��� BR/R �����������
�$�����
�������
G/R = (AR/R)(BR/R)

�
������
 �� �<�%� ������
 :!� � ������ G �
������
� ��������������)����)��)��
# ������������ ��� G �
������
� � ����� M
� �
����
���
� ��������
 ������ G � 7���
 �� �<;�� ��
�
 �� ����

<��&!� M/MG

����� ����
����� ���������� � G/MG
� � ������ M/MG

Q�������
 � G/MG
� 1�
���� �� ����� :�<��"<#� M Q�������
 � G �7�����
 ���
�
�
�

�#�#�# �	������ ������ G �������� ���
� � ������ ���
�����
� ��� �� ���������� ��
������ Q�

������� �
G �

�#�#�# �	����� ",��� 2�������
� 0�-� $��	
� *�/� 7���� �:�!#�
������ G �������� ���
� � ������ ���
�� ���
� G = AB � �
� A� B 	��
������ ������ G ������ ��� ���
�� ���������� ��
������ �� A

� ���
�� ���������� ��
������ �� B ����� ������������� �
G �

�#� ������� �����������)��� � ���������)���
�) �� ��(�)���&��� ��&��

(���� �
����� �
����
 �������� ���
�
�������� ���������
������
���������� � �������������� �� *�� �
����������� �����

'�

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



�
 ������ ������� Q������������ �
����
����� �������� ����������������� ������ �� �
�������
�#�#�# �)��� �<��!� ���� G = AB � �
� ��
������ A������������� �

G� B

���������� �� ��� � ���
�� ����������

��
������ ����� ������������� ��������� ��
������ ������ A�������� Q�

��������� �
G� �� ������ G


���������� �� �����)(����	
���)#������������ ��� �
 ������
 �� ����
� � �����
G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
�������� �
��	����
 ��������� �
���

"<# ���
�� ����������� ��
������ M
������ G� ��
������� A�
���������� �� ����

����� A ≤ M ≤ G � ��� M 6= G � 7���


M = M ∩ AB = A(M ∩ B),

��� M ∩ B ����������
 �� *�� � A ��
������
���
 � M � 7
� �
�� ������� :�<��":#� ��	
� �
����
���
� ��������
 �
���� ���������������������� ��������� �� A Q�������
 � M � |M | < |G| � �� �� ��	��������� G �� ����� "<#�
":# ����� H 	 ���
������� ��������� ��
������ �

G����������� p�

������� 
�� ���������� �������� ����� p � ����������� ����H ��
����� ��������� p�

��
������ P ��A� ����P ������������� H ≤ A � ���
� G/H

���������� �� ����,��� A ≤ H � ��

G/H = BH/H ' B/B ∩ H

����������
 �� *��� ����� ������ A 6⊆ H � 7
� �
� |G/H| < |G| � ���
� ���� ����� ���
�
��� ��� ������� ������� ���
������� ��� G/H ������ ���
G/H = (HA/H)(BH/H),

��� HA/H ��
������
���
 � G/H � BH/H ����������
 �� *��� �����
Q/H � �������
� q���������
 �� AH/H � M/H � ����������
��
����
���
� ��������
 � Q/H ������ Q1 � �������
� q���������
 �� Q �
�
�� ��� Q = HQ1

�
����� ��� Q1 � �������
� q���������
 ������ AH � 1�
���� Q = AqH��� ��������� ��������� q���������� Aq

�� A � ������������ ��� Q/H�� �������� ����������� ����������� 7���
 Aq
�� �������
� ���
�������M/H Q�������
 �G/H � ,���H ≤ A � �� �� ����� ������� �� �����:�<��� 5�������� ��� ��	� �������
� p���������
 P �� A ���������
����	� P ≤ H � 7���
 p 6= q �
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���
���� ��� M ∩ Aq � �
����
���
� � Aq
��������
� 7
� �
�

M 6= Q � AqH = Q � �� M ∩ Aq 6= Aq
� ������������ ��� ��� ���������

��������� T �� G �� �����

M ∩ Aq ≤ T ≤ Aq
� ��� M ∩ Aq 6= T 6= Aq.

7���

M = H(M ∩ Aq) ≤ HT ≤ HAq = Q.

7
� �
� M � �
����
���
� � Q ��������
� �� ��	� M = TH � ��	�
TH = HAq

� ,��� M = TH � ��

T ≤ M ∩ Aq,

��� ������������ ��	��� ��������� T � 1�
���� TH = HAq
� � ������

�� �����

Aq = Aq ∩ TH = T (Aq ∩ H) ≤ T (M ∩ Aq) = T,

������������� $�����
�������M ∩ Aq � �
����
���
� � Aq
��������


� �� ������� M ∩ Aq Q�������
 � G � 1�
����

M/H = (M ∩ Aq)H/H

Q�������
 � G/H � $�����
������� ������� ������� ���
������� ���
�
���������� G/H �

"�# ���� p 	 ������� ����� � (p, |A|) = 1� �� Op(G) = 1 ������ H = Op(G) 6= 1 � 7���
� ����� ":#�G/H ����������
 �� *���$ ������ �������� ���� π � ��������� ���� ������� ��������� |A| � ��� ������� <�&�<"&#�A ≤ E � ��� E � ����
���
� π���������
 � G � � ������

G/E ' B/B ∩ E

����������
 �� *��� -� ����
 G ' G/H ∩ E ����������
 �� *���������������� 1�
���� ���
������� "�#�
"�# G ����������� ������� A S���
������
���
 � G � � ������� ����� �����<�&�<"'#�A ���������� � ��������� �
�������� ����
����� ���������E������G � 7
� �
�G/E ' B/B∩E ����������
 �� *��� ��G �
������
�
"�# AG 6= 1 ������������� ��� AG = 1 � 7���
� ����
��� �<�%!�A �����������
������ P � �������
� p���������
 ������A � ��������� A ��	����
���
� G � �� P ��	����
���
 � G � 1�
���� �� ����� <�&�<"�#� P ≤ Op(G) � -������� ":#�G/Op(G) ����������
 �� *��� ������� ����� ��	��
 ������
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G � P = A � ����� q � �
�������� ������� �������� |G/Op(G)| � 7���
 G����� ����
����� �
����
����� ��������� M �
���� ���

P ≤ M � |G : M | = q.

����� r � �
�	������ ������� �������� |G| �R � �������
� r���������
������ M � 7���
� ����� "<#� R ����
���
 � M � � ������ R / G �,��� r 6= q � �� R � �������
� r���������
 ������ G � � ������
G/R ����������
 �� *��� *����
 �������� ��� G ����������
 �� *���������������� $�����
������� r = q � -� ����
 G/Op(G) r������
������ Br � �������
� r���������
 � B � 7���
 Br � �������
�
r���������
 � G � ��������� ABq � ��������
 ������ G �� ����� "<#�
ABq
����������
 �� *��� ��Bq

����
���
 �ABq
� 7
� �
�B ����������
�� *��� �� Bq

����
���
 � B � � ������ Bq / G � $�����
������� �����

G ����������
 �� *��� ���������� ������������ ���
���
�� "�#��������������� ������������������ H � �����
���
� ����
���
� ��������
 ������ G �������
�
��� � A � ����� H � p������
 � P � �������
� p���������
������ A � /���� ":#�G/H ����������
 �� *��� ����� q � �
��������������� �������� |G/H| � 7���
 G ����� ����
����� �
����
�������������� M � �
��� ���

P ≤ M � |G : M | = q.

����� r � �
�	������ ������� �������� |G| �R � �������
� r���������
������ M � 7���
� ����� "<#� R ����
���
 � M � � ������ R / G �
�����
�� �
� ���
�
�� ����� ������ ��� r = q � -� ����
 G/H �
r������
� 1�
���� H = A � � ������ G ����������
 �� *��� ����
���������� :���:� ���������� ������������ �
����
�� ���
�
��������
��������

�#�#�# �	����� ",��� 2�������
� 0�-� $��	
� *�/� 7���� �:�!#�
���� G = AB � �
� ��
������ A ������������� �

G� B

������������ ��� � ���
�� ���������� ��
������ ����� ���������������������� ��
������ ������ A ����� ������������� �

G� �� ������
G


���������� �� ����
5�� ���
�
�������
 ������� ����� �
� ���
��	���� �������
�

����
�
�#�#�# ���� �<��!� ���
������� ��� G = [P ]M � �
�

P

	 ��������� p�

��
������ �
G� M 	 ��������� ������� ���� ���

���������� ��
������ �� P �������� Q�

��������� �
G� �� G

p�

��������������
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�)(����	
���)# ������������ ��� �
 ����
 �� ����
� �
����� �����
 G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
���������
��	��� �
 ��������� �
���

"<# ���� N ��������� ��������� ��
������ �� G� �� G/N 	
p�

�������������� �������5�������������

G/N = [PN/N ](MN/N),

��� PN/N � �������
� p���������
 � G/N � MN/N � �
������
������
� ����� K/N � �������
� �
����
���
� ��������
 � PN/N ����
���� ��� ��������
 K/N Q�������
 � G/N � ��������� P�������� ��������� p����������� � G � ��

K = K ∩ PN = N(K ∩ P ).

������ ����� ���
���� ��� K ∩ P � �
����
���
� ��������
 � P �1
������ ��� K ∩ P 6= P � 5������������� ���� K ∩ P = P � ��

P ⊆ K � K/N = PN/N,

��� ������������ ��	��� ��������� K/N � 7����� ��������� ������������� ��������
 T �
�
�� ��� K ∩ P ⊂ T ⊂ P.
7���


K = N(K ∩ P ) ⊆ TN ⊆ PN.

7
� �
� K �������� �
����
����� ���������� � P � �� ��	� K = TN �
��	� TN = NP � ,��� K = TN � �� T ⊆ K ∩ P ⊂ T � ��� �����������$�����
������� TN = PN � �
� �
�

P = P ∩ TN = T (P ∩ N) ⊆ T (P ∩ K) = T.

���������� ������������ ���
���
�� �
����
������� ���������K∩P������ P ��� ��������K ∩ Pp Q�������
 � G � 7���
 �� ����� :�<��":#�
(K ∩ Pp)N/N

Q�������
 � GN/N � �
� �
� K/N � Q��������
� ��������
� ��
��������� ������� ����������� ��� G/N � /���� ��	��
 ������ G � G/N
� p�������
������
� �����
�

":# N 	 �
���������� ��������� ��������� ��
������ �
G

� N 	 p�

���������������� ��
�� ���� p�������
�������� ����� ��������
�
�������� ����
���� "��� ������
 <�&�<�#� �� N � ����������
�
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МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



�����
���
� ����
���
� ��������
 � G � 7
� �
� G p�������
������
��� ��	� N �������� p′��������� ��	� N � p������
� ,��� N � p′������
�����
 G p�������
������
� $�����
�������N �������� p���������
"�# N = P �7
� �
� N � Φ(G) � �� ���������� ��������
 L � G �
�
�� ���

G = [N ]L � ���
���� ��� N = Op(G) � 5�������������

Op(G) = Op(G) ∩ NL = N(Op(G) ∩ L).

���������
Op(G) ≤ F (G) ≤ CG(N),

�� Op(G) ∩ L ����
���
 � G � $�����
�������
Op(G) ∩ L = 1.

7
��� �	�
����
N = Op(G) = P.

�������������� ������������������ K � �
����
���
� ��������
 � P � 7���
 �� ������� G����� ��
������
����� ��������� T �
���� ���

KT = G � T ∩ K ≤ KsG.

7
� �
� K ≤ N � �� NT = G � ,��� N ∩ T = 1 � �� KT 6= G �$�����
�������N ∩T ≤ N � ,��� N ∩T < N � �� �����
�� ������������
� �����
��������N � 7
��� �	�
����N∩T = N � 7���
N ≤ T � T = G ���������� K �������� Q���������� � G ����������� ��

K ∩ T = K ≤ KsG.

1�
����K S���
������
���
 � G � ���������� ������������ �
����
�����
�
�������� ������
�#�#�# �)��� �<��!� ���� G = AB � �
� ��
������ A����������� �

G� B 	 ������� ������� ��
������ �
G � �����

���������� ��
������ ���
�� ������������� ��������� ��
������������ A �������� Q�

��������� �
G� �� G ���������������)(����	
���)# ������������ ��� �
 ������
 �� ����
�

� ����� G � ����������� �����
������ ������
� 5��
�
��������
�
��	��� �
 ��������� �
���

"<# ���
�� ����������� ��
������ M
������ G� ��
������� A���������������

'%
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����� A ≤ M ≤ G � ��� M 6= G � 7���


M = M ∩ AB = A(M ∩ B),

��� M ∩ B �����������
 � A ��	����
���
 � M � 7
� �
�� �� �����:�<��":#� ��	
� �
����
���
� ��������
 �
���� ���������������������� ��������� �� A Q�������
 � M � |M | < |G| � ��� �� ��	��������� G � �� ����� "<#�
":# ����� H 	 ���
������� ��������� ��
������ �

G �
���
������� ��� H p�

������� �������� ��� H ��
�������������� p�

��
������ P �� A� ��� P ��������� ���H ≤ A � ���
�G/H������������� "��� ���
�
�������� ����������� ":# ������� ����<#�
"�# �
�� �� ��������� ��
����� ������ A �� ��������

������������5������������� ����� ������� ��� ��	
� �������
� ��������

�� G ���������� ��	� � ��������� ���������� ����������� � A � ��	�� ��������� ���������� ����������� � B � � ������ ���� ��� ������������������ ��A �������� ������������ �����
��� �� �
��
� �������
���������
 ��G �������
� � ������ �����
G ������
������
� ����
����<�%� ��
�
 &� ������
 <;��!� ��� ������������ ��	��� ������ G �

"�# ������ G ��������������������� ��� A 6= G � 7���
� � ���� "<#� A ������
������
� ������� A ���������� � ��������� ����
����� �
�������� ���������
R �� G � ����
��� ����� <�&�<"'#� -�

G/R = RB/R ' B/B ∩ E

������
������
� ������ G � �
������
� �����
�7����� ������������ ��� A = G � ,��� ���������� �
��� ������������ p � �
�
� �
����
���
� ��������
 M � ��������� ���������
���������Gp

��G � ���MqG 6= 1 � �� Op(G) 6= 1 � ��� ������ �
���������������� G � � ���� ":#� 1�
���� �� ����� ������������� ��� ��� ��	����������� ��������� Gp
�� G � ��� ��	�� �� �
����
����� ���������

M ����� ����� MqG = 1 � 7���
 M ����� ��
������
����� ����������
T � G � ������� ��������� p���������� �� T �
��� p � / ���� �����:�<��":#� ������� ������� ����� ��� T � � ������ T � ������
������
������
 � ���� ��	��
 ������ G � �� �� ����� ������ �
���������������� G �

"�# A 	 �������������� ������������ A = G � �
������
� �����
� � ������� ��� ��	�� ��������������� ��������� ���������Gp
��� �� �
����
����� ���������

Q�������� � G � 7���
 ��������� ��
�� ���� ������
�������� ������
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�������� �
�������� ����
����� ����� ����� <�&�<�� � ������ G������� ���� ���
 �����
���
� ����
���
� ��������
 N �

N = CG(N) 6⊆ Φ(G).

$���
��� �<�%� ��
�
 �� ����
 ��� "�#!� �� ������ N ⊆ Φ(Gp)
� ���������

N 6⊆ Φ(G) � �� G = [N ]E ��� ��������� �
����
����� ��������� E�� G � 1�
���� MqGE = EMqG
� ��������� N 6⊆ M � �� MqG 6= N � ,���

MqG 6= 1 � ��� ����� �
����
������� ��������� E �MqG = G � ��� ������

N = N ∩ MqGE = MqG(N ∩ E) = MqG,

������������� $�����
������� MqG = 1 � � ������ ��������
 M �����
��
������
����� ���������� T � G ��������� ��� ������� ��������� p���������� �� T �
��� p �$�����
������� ����� ����� :�<��":#� ������� ������� ����� ��� T � ������� T � ������
������
� �����
 � ���� ��	��
 ������ G � �����
q � �
�	������ ������� �������� ������
 ������ T � Tq � �������
�
q���������
 � T � 5�������� ��� q 6= p � 7���
 Tq � �������
� q���������
� G � � ������ Tq / G � ��������� T ��	����
���
� � G ��������
� -�����


Tq ≤ CG(N) = N,
������������� $�����
������� q = p � �
�	������ ������� ��������������
 ������ G � /���� <�&���

Op(G/CG(N)) = Op(G/N) = 1.

$�����
������� � ���� ":#� N = Gp
� ���� �
� � ����� �������� �

�������������
"&# AG 6= 1 ������ p � �
�	������ ������� �������� ������
 ������A �Ap ��������
� p���������
 � A � $���
��� "�#� �����
 A ������
������
�� ������ Ap / A � ��������� �� ������� ��������
 A ��	����
���
� G � �� Ap ≤ Op(G) � ����
��� ����� <�&�<"&#� /���� ":#� G/Op(G) �������
������
� �����
� � ������ Op(G) �� �������� ������������������ � ���� ��	��
 ������ G � )�� ���
�
��� ��� Ap 6⊆ Bx ��� ����

x ∈ G � 1�
���� Ap � �������
� ��������
 � G � �� ���� Ap = Op(G) �
" # ����� N 	 ����� ��������� ��������� ��
������������ G� ������� ��
������� �

A � ���
� N = Ap = Gp 	��������� ��
������ �
G� �
�

p 	 ���������� ������� 
�������
����
�� ������ A ������ N � �
�
� �����
���
� ����
���
� ��������
 ������ G ������
� ���������� � A � � p � �
�	������ ������� �������� ������ A �

%<
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,��� p ����� |B| � �� Gp ≤ B � ��� Gp � �������
� p���������
 ������ G �� ������ �� ������� Gp � ���������
� �����
� -� ��������� N ≤ Gp
�

�� N � ���������
� �����
� � ������� ����� ":#� G ������
������
����������� ������������ � ��	���� ������ G ���
���
��� ��� p ������� |B| � 1�
���� ����� "�#�
Op(G) = Op(A) = Ap,

��� Ap � �������
� p���������
 ������ A � ���������

Op(A) ⊆ CG(N) = N,

�� N = Ap � �������
� ��������
 � G �
"'# ������G p�

������������� "�� ����� ������� �� ����� �����#�
�������������� �������������$���
��� ":#� G/N � ������
������
� �����
� 
� ����
��� "'#�

|N | = p � $�����
������� G � ������
������
� �����
� ���������������������� �
����
�� ���
�
�������� ��������
�#�#� �	����� ",��� 2�������
� 0�-� $��	
� *�/� 7���� �:�!#�

���� G = AB � �
� ��
������ A ����������� �
G� B 	 ������� �������

��
������ �
G � ����� ���������� ��
������ ���
�� ���������������������� ��
������ ������ A ����� ������������� �

G� �� G��������������

%:
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�������

�� �	�� ���� � �������������� �� �	� 
��� �
������� ������� �� ������
������ �� ���������� �� �	��� �������� ��������
�� ��������� �� ��������� ���
�	� ������ ���������� ��� ������� ���� �	� ��������� ������� ��� �����������

<# ��� ��������� �� ��������� �� � ����� �� � ��������� ���
����� ���
���������:# �	� ��������� ��� �	� p����������� ��� p���������������� �� ������
������ ��� ������ ��������� �� Q��
�������� �� 
���
�� ��������� ��
�	��� ����� ����������

�# �	� ��������� ��� ��������������� �� ������ ������ �� ���
� �� :�
���
��
��������� ��� ��������# ��
� ��� ��������� ��� �	� 
������������� ��� ���������� ��
������������ ������ ��� �������� �� ����� �� �	� ��������� �� Q��
��������
�� 
���
�� ��� ����� ��������� �� �	��� ��������

		� ����� �� �	� ���	��� �'	:<� <<&� <��	<�&! ���� ���� �� �	� �����
�� �	�� ������� �������� ���� ������ ������ ��� ��� �	� ����������� ��� �	�
��������� �� ���� <�%� �'� <;<!�

�	����� < �� �	� ���� 	�� � ���������� ����������� �	� 
��� �
�������
����� �� �	� �������� �� ���������� ����� �� �	��� �������� ��������
��
��������� ��� �������� ����� ��������� �� ���� �� �	� ����������� ��� ��
�
����� ������� ����� �� �	� ���� �� �	�� �����

��� �������� �< <! ��� ��������������� �� ���
����� �	�� ����� ����� �	�
�������� �������� �� �������	�������� ����� �� ��� �	�� ��������
�� ���������
���� ���������� �� �< <! ���� �	� �������� ��
��	�
�������� ��� �	� ����� ��
��

�������� �< <!��� ��� �	�� � ��������H �� � ������ G

�� ��������� ��G
��

H ��

���� ���	 ����� �������� �� G "����HT = TH
��� ��� ��������� T

��G#� �� ������ ��� �	�� ��������
�� ��������� ������� � ������ �� �����������
���������� �<;:� <��� <&�� < <� <  � <'%� <% ! ��� �	�� �������� �	�� ��� ���

��	 ��������� ���
 ���
�� ���������� ����� �� ����������� �	�� ���������
�� �<&�! ��� ���	 ��������
�� ��������� H �� 	��� HG/HG ⊆ Z∞(G/HG) �
��� �� �< '� 		����
 :�<��!� ��������
�� ��������� ��� ��������� �	���
������
�� ��������� �� G

�	�� ��� 
������ ���
���� �� �	� ������� �� ���
��������� �� G �

�� �� ����� �	�� �� � �������� H �� G
�� ���
�� ��

G � �	�� G

��� 	���

��
� �������� T
�	�� ��������� �	� ���������

G = HT ��� ���	 ��������� T ��� T ∩ H ��� ���
�� ��
G. (∗)

		�������� (∗)
�� ����	�� �������������� �� ���
������ 		�� ����

�������� ������� �� �< <! �����	��� �� �� �	��� �� ���������� �	��G �� ������� ��
�� ���� �� �� ����� ��������� �� G ������ (∗) "�� �	�� ������� ���� ��� �	�
������� �� ���� �&&!#� ����� �	� ��������� ���������� (∗) ���� �����

�
c������
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�� �:;�!� �� �	�� ���� � ���� �	���� �� c����
�� ��������� ��� ��������� ���
��
� �� ��� ������������ ���� ����� �� �	� ��������� �� �������������� �� ������
���	 ��
� ����������	�� �����
� �� ����������

������ �	�� � �������� H �� G
�� ���� �� �� s����
������ ��

s���������
�� �< <! ��
G

��
HP = PH

��� ��� ����� ��������� P �� G �
��������� �	��� ������� ��� 
��� ��	��� ������ �� ���	 ���� �� 	���

��
� �� �	� ��������� ��� ����������
�������� �# �	
�	
� �	
�
 � ���	 � ������� ��� ��������� �	�	

�������
����� �
�
����
� ���	 �������� ��� �
 �� s��

�������
 ���������

��� ��� �
 �
c����

��� ��������� 
�������� !# �	
�	
� �	
�
 � ���	 � ������� ��� ��������� �	�	

�������
����� �
�
����
� ���	 �������� ��� �
 � ��"��� �������� �� �
#���� ��������� ��� ��� �
 � �������� ��	 ���
 ���
� �� ���
� $� 

�� �� �������� �	�� ���	 �	��� ��������� 	��� � �������� ���������
�� ����� �� ���� �� ������ �� �	� ����� �������� �� �	��� ��� �	� �����
���%� ����� �� �	� �	����� : �� �	�� ���� �� ���
��� �	� ��������� �������
�	��	 ����������� �	� ���������� �� ��������
����� �� ���� �� c����
����� ���
����������

&�'������ �#�#�# ��� H
�� � �������� �� G � 		�� �� ��� �	�� H

��

Q��
������ ��
G

��
G

	�� � ��������
�� �������� T ���	 �	�� HT = G
��� T ∩ H ≤ HsG

�
�� �	�� ���� HsG

������� �	� s����� �� H �<'&!� �	�� �� �	� ��������
�� H ��������� �� ��� �	��� ��������� �� H �	��	 ��� s����
������ ��

G �		� s����� HsG
�� �� �������� �� �	� ���
�� ���� HG = CoreG(H) �

�
H

��

G ��� ������� HG ≤ HsG �
�� �� ����� �	�� ����� s����
������ �������� ��� c����
�� ��������

��� Q��
�������
()*+,-� �#�#�# ��� H

�� �� s����
������ �������� �� � ����� G �		�� HsG = H ��� �� 	��� G = HG ��� G ∩ H = H ≤ HsG
�

()*+,-� �#�#�# �� H
�� � c����
�� �������� �� G ��� T

�� � ���
��
�������� �� G ���	 �	�� G = TH ��� T ∩ H ≤ HG

� �	�� HG ≤ HsG
���

�� H
�� Q��
������ ��

G �
����� � ��������� .�� �� Q��
������ ��������. ��
�����������

����������� ���	 ���������� .�� �� �� s����
������ ��������. ��� .�� ��
� c����
�� ��������.�

		� ��������� ��
��� ���
��� �	��� �	�� �� ������� �	� ��� ��

Q��
������ ��������� �� ����� �	�� �	� ��� �� ��� s����
������ ���������
��� �	� ��� �� ��� c����
�� ����������

()*+,-� �#�#�# ��� m > 3 ��� P = Mm(2) = 〈x, y|x2m−1

= y2 = 1,
xy = x1+2m−2

〉� ���Cp
�� � ����� �� ���
� ����� p 6= 2 ���G = CpoP = [K]P
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�	��� K
�� �	� ���� ����� �� �	� ������� �����	 ������� G � ��� A = 〈x〉 �

��

B = 〈y〉� 
������� ��� T = KB � 		�� T
�� �� s����
������ �������� �� G �

G = AT ��� A ∩ T = 1 � ����� A
�� Q��
������ ��

G � �� �	� ��
� ��
��
��������A �� ����	�� c����
�� ��� s����
������ ��

G �
�� ����� ��� �������������� ������� �� �	��	 ��� �� �	� ���������� ��� �� �

c����
�� ��������. �� ��� �� �� s����
������ ��������. �� �������� 
�� ��
������������� ����������� �� �	� ���� �� �	� ������� �� Q��
������ ���������

		� ��������� ��� �	����
� ����� � ������� ������������ �� �	�� ��� �	��
���� ���� �	� ������ �� �������� ��

������+ �#�#� �<�:!� ��� F ��  ������� � ������� ��������� ��
������������ ������ �� G  ����� ����  ����� �������� E ���� ���

G/E ∈ F � 	������ ��� �
��� ���
�

������ 	���� �������� P �� E
�� 

�������� D ���� ��� 1 < |D| < |P | �� �� ��������� H �� P ���� �����

|H| = |D| �� �
��� ������ ��������� �� P ���� ����� 4 ��� |D| = 2 ��

P ��  ���
�

����� �
�

������ ��� �
���  p�

��������� ���������� �� G ��

Q�

�������� G � ���� G ∈ F �
������+ �#�#� �<�:� <&!� ��� G ��  ����� ����  ����� ��������

E ���� ��� G/E �� p�

��������� �� p �� ��� ������� ����� ��
���� ��

|G| � 	������ ��� 	���� p�

�������� P �� E
��  �������� D ���� ���

1 < |D| < |P | �� �
��� ��������� H �� P ���� ����� |H| = |D| ��
�
��� ������ ��������� �� P ���� ����� 4 ��� |D| = 2 �� P ��  ���

�

�����
�
�

������ ��� �
���  p�

��������� ���������� �� G �� Q�

�������� �� G �
���� G �� p�

����������
		� ������ �� �	��� ��� 		����
� ��� ��
������� ��������� ��� �� �����

		����
 :���: �� ��� �� �	� 
��� ����� �� �	� ����� �� 		����
 :���<�
���� ���� �	�� 
��� ������� �� 
��� ������ ��� �� �������� �� �������

����� �� 		����
� :���< ��� :���:� ��� 	��� �� ����� ���� ������� �����������
�� 		����
 :���< �����

����--*� �#�#� "�� ���� �:;�!#� ��� F ��  ������� � �������
��������� U ��G  ����� ����  ����� �������� E ���� ��� G/E ∈ F ��� �� ����� ��������� �� E �� c������ �� G� ���� G ∈ F �

����--*� �#�#�� "�� ��
����� �� ���� ��	�
��� ���� ������
�< �!#� �
� F �
 � �������
� �������� �������� U

��� G
� ����� ��	 �

������ �������� E
���	 �	��

G/E ∈ F � �� ��� ����� ��������� ��� ���
����� ��������� ��	 ���
� $ �� E

��
 c����
��� � G� �	
� G ∈ F �

����--*� �#�#�� "�� ������ �� ��
����� �� �	����� �&�!#� �
� F�
 � �������
� �������� �������� U
���G

� ����� ��	 � ������ ��������

E
���	 �	��

G/E ∈ F � �� ��� ��"��� ��������� �� �	
 #���� ��������� ��

E
��
 S ����������� � G� �	
� G ∈ F �
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����--*� �#�#�� "�� �	����� �< %!#� ���F ��  ������� � �������
��������� U ��G  ����� ����  ����� �������� E ���� ��� G/E ∈ F ��� �� ������ ��������� �� E �� �� ������ ��������� ���� ����� � �� E ��

S �

��������� �� G� ���� G ∈ F �
�	�� �� ���� ���	 		����
 :���< �� 		����
 :���: �� ���� ��� ��

���� ���� ���������� ���� �	�� �	� 	����	���� �� �	� �	����
 �� ��� �������
��� �� ��������� ��� �� ������ �������		������� �	� ������ �� �	��� �	����
�
	��� ��� �� � ��������� �� ������� �� ��
� ������� 
��	��� �� �����������

��� �� �	� 
��� �
������� ��� ����������� ������� �� �	� �	���� ��
������������ ������ �� �	� ��������� �	�������������� �� �	� ������������
������ �	��	 ��� �������� �� �� ������� �� �<�;!�� ����� G

� ���
�������

� ��� ���� � 
�
�� ��"��� �������� �� G

	�� ���
 ��
"�
���� ��	��� �	��������������� �� �	� ������������ ������ ��� ��� �����

�������� �� ��������������� ���� �������� �� �	� ���� �� �	�� ��������� ������� ��
����������� ����� �	�� ������ ��������� ������ �	�� � �����G

�� ������������
�� ���	�� ����� :�
���
�� �������� �� G "�	�� �� � 
���
�� �������� �� ��
�

���
�� �������� �� G# �� ���
�� ��

G �<�;! �� ��
G

�� ������� ��� �����

���
�� �������� �� ��� ����� �������� �� G

���
���� ���	 �	� 
�
����
�� ��
� ����� �����
 �� G �<�<!� 		��� ��� ������� ���
������ ���������� ��
� ����� ��
��� �� �������	�� ��������� ���	 � ������� �������� �� ��������� �
����� �� � ����� ����� �� ������ ���� �� ����������� �������� �� ���������������
�� �	� ����� �� ���������� �
����� �� �	� :�
���
�� ��������� �� �� �	�

���
�� ��������� �� ����� ���������� �� ���������� ���	 ���	 ������� ��
���
� ������� �� ���

�������� �# �	
�	
� �	
 ���
�������
 ������ ��� �
 �
����
� ��
����
��
� �� �	
� ��

��"��� ��������� 

�� �� �������� �	�� �������� 	�� �	� �������� �������� ������ ��� �	��
� �������� H �� � ����� G

	�� �������
��� ����� |G : H|
�� �	��� ��� ��

����� ��� ��������� ���
�� �������� |G : H| �		� ���� ��
��� �	��� ���� �	�� �	��� ��� ������������ ������ ��
�	��	 ��
� �� �	��� :�
���
�� ��������� ���	 �������
��� ����� �� ���

Q��
����������� ���� �	�� �	��� ��� ���������������� ������ �� �	��	 �����
:�
���
�� �������� �� Q��
�������

()*+,-�# ��� A = C7 × C11
��� G = [V ]A �	��� V

�� � ��
���

A�
����� ���� F3
���	

CA(V ) = 1 � 		�� G
�� ��� ������������ ��� �����

:�
���
�� �������� �� G
�� c����
�� ��

G �
		������� �� ������� � �������� �� �������� � �� 	��� �� ��� ��
�

���������� ��������� �� :�
���
�� ��������� ��� �� ������ � ��������� .��
�� Q��
������ ��������.� ���	 �	��� ����� ��� �������� �� �	� ���������
�	����
 �	��	 ����� � �������� ������ �� �������� ��
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������+ �#�#� �:<� <<�!� ��� G ��  ����� � ���� ��� � ��������
��������� �����

	�  ����� G �� �������������
�� �
��� �

�

����� �������� E �� G� ���� ���������� ����� |G : E|���  ������ ���������� ��EG �� �� ���� ����� �������� T
���ET = EG

�� T ∩ E ≤ EG �
�� �
��� �

�

����� �������� E �� G� ���� ���������� ����� |G : E|���  ������ ���������� �� EG �� ����� Q�

�������� �� G �
��� ��������� ��� ��������������� �� ������ ������ �� ���
� �� :�
���
��

��������� ��� �������� �� ����� �� �	� ��������� �� ������ Q��
�������� ��

���
�� ��������� �� �	��� �������

&�'������ �#�#�# ��� H
�� � �������� �� G � 		�� �� ��� �	�� H

��

Q��
������ ��
G

��
G

	�� � ��������
�� �������� T ���	 �	�� HT = G
��� T ∩ H ≤ HsG

�
		� ������ ��������� �� �	����
 :� �< �� �	� ��������� ��������
����--*� �#�#� "�� ������� �<�;!#� � ����� G �� ������������ ��

�
��� �
�

����� �������� �� G �� s�

��������� �� G �
����--*� �#�#� "���� ������� �� !#� � ����� G �� ������������ ��

�
��� �
�

����� �������� �� G �� s�

��������� �� G �
�� �	� �	����� � �� �	�� ���� �� ��� �	� Q��
������ ������ ��

������ ��� �	��������������� ��� ��
� ����� �� ������ �������� �������������

������������ ��� ���������� "�� ����� ��� �< <!# �������

������+ �#�#� �<��!� G � �
�������
�� � ��� ���� � G = AB ��	
�
 A
� � ��������� �������� � G� B

� � ���� ��
��� �������� � G��� 
�
�� #���� �������� �� A
�

Q�

��
��
� � G �

������+ �#�#� �<��!� G � ������
 � ��� ���� � G = AB � �	
�
 A�
B

��
 ��������� �� G
�������� 
�
�� ��"��� �������� �� A

��� 
�
��
��"��� �������� �� B

��
 Q�

��
��
� � G �

������+ �#�#� �<��!� #�����
 �	��
G = AB

��� A
� � ����������

�������� � G�B � � ���
���
� �� 
�
�� ��"��� �������� �� ��� �������
��

#���� �������� �� A
�

Q�

��
��
� � G� �	
� G

� ���
���
�
������+ �#�#� �<��!� �� G = AB � �	
�
 A

� � ��������� ��������
� G

��� B
� � ���� �������� � G� �	�	 ��� #���� ��������� ��
 �����

������ ��� ��� ��"��� �������� �� 
�
�� �������
�� #���� �������� �� A�

Q�

��
��
� � G� �	
� G

� ���
�������
�
��� ����� ������� 	��� � �	��������� �	������� ��� 
�� �� ���� �� �	�

�������������� �� �	������ �� ������ ������ ��� �	��� �������� ��� ���� �� �������
������� ������� �� �������������
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������ ��������� �� ������ ������ � �� ���
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������� �� � �� ��������� �� �� �������� 	 :;;�� 	 ���� :'<� 	 �� <;%	<:��<� � ����� 
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������ ������ � �� ����� �� ���	� �� 	 <% <� 	 ���� <:�� 	 �� �<;	�<��<&�� ������ �� ��� ��������	������� ��� ������
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�� �� �����	� 	 <% �� 	 ���� <�<� 	 �� :&%	: :�<&&� ����� �� 
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������ �������� �� ��� ��������� ������ �
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�� ��������� �� ���������
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�� ��������� �� � ������ ����� � �� �� �� ���	�
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��������� ������ � �� ����������������	��� �����! �� ������
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