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В. А. Германович

МЕТОД ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ «ЦЕНТРА-ФОКУСА»

В работе предлагается и обосновывается новый метод решения
проблемы «центра-фокуса», основанный на понятии отражающей
функции  [1]. Этот метод сводится к вычислению бесконечной
последовательности чисел ),1( ¥=imi . Система имеет центр, если все эти
числа равны нулю. Сама же последовательность )( im , вообще говоря, не
совпадает с Ляпуновской последовательностью ),1( ¥=igi . Благодаря этому
мы имеем возможность комбинировать эти два метода. Кроме того иногда
конечное число im  даёт нам возможность построить отражающую
функцию и тем самым полностью решить проблему «центра-фокуса».

Рассматривается система дифференциальных уравнений
),,(),,( yxQxyyxPyx +=+-=

··
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где QP,  – ряды вида
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( kk qp ,  – однородные многочлены степени k ).
Точка ( )0,0O  является состоянием равновесия данной системы. Корни

характеристического уравнения 022 =+al  чисто мнимые ial ±= . В  этом
случае состояние равновесия ( )0,0O  может быть либо центром, либо фокусом.

Для решения проблемы «центра-фокуса» обычно применяют метод
Ляпунова [2], который состоит в следующем. В системе (1) переходят к
полярным координатам jr, . Далее составляют дифференциальное уравнение
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решение которого )(jr  может быть представлено в виде ряда
...)()()()( 3
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2 ++++= jjjjr hchchcc (4)
где .0...)0()0( 21 === hh

Подставив (4) в (3), сравнивают члены при одинаковых степенях c
и  выписывают последовательность дифференциальных уравнений:
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Интегрируя правые части по j  на отрезке [ ]p2,0  и приравнивая нулю
полученные выражения, находят необходимые условия центра заданной
системы (1)
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Для полиномиальных систем количество таких условий конечно и,
начиная с некоторого ki = , все последующие условия 0...21 ==== ++ kkk ggg
будут выполняться автоматически при тех же допущениях, при которых

0... 121 ==== -kggg . К сожалению, неизвестно, как велико должно быть k .
Мы докажем, что необходимые условия действительно являются

достаточными, если докажем, что все последующие g  будут равны нулю.
Обычно доказательство достаточности полученных условий проводится
с  помощью отыскания некоторого рода симметрий в системе (1). Поэтому
естественно использовать для решения проблемы центра-фокуса
отражающую функцию Мироненко В.И.

Идея ее использования для решения проблемы «центра-фокуса»
неоднократно высказывалась самим Мироненко В.И. (см. [3]).

Приведём необходимые для дальнейшего изложения сведения
об  отражающей функции уравнения (3). Пусть решения этого уравнения
есть ),;( 00 rjjr S= .  Тогда ОФ ),( rjF  определяется формулой

),;(),( rjjrj -= SF . Дифференцируемая функция ),( rjF  является ОФ
уравнения (3) тогда и только тогда, когда для неё выполнено основное
соотношение
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Все продолжимые на [ ]pp ;-  решения p2 -периодического по j
уравнения (3) являются p2 -периодическими, тогда и только тогда, когда

rrp º),(F  (см.[1, 62–69]).
Теорема 1. Для того чтобы система (1) имела центр в т. (0,0),

необходимо и достаточно, чтобы ОФ уравнения (3) имела вид
...][][ 3

3
2

2 +++= rjrjr llF , (7)
где ...],[],[ 32 jj ll  суть p2 -периодические функции.

Доказательство.
В нашем случае ОФ удовлетворяет соотношениям (6). Уравнение (3)

записывается в виде
...)()()()(),( 5

4
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3
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1 ++++== rjrjrjrjjr
j
r RRRRR

d
d (см. [2,6]).

           Для  уравнения (3) с аналитической правой частью отражающая
функция, как следует из её определения, аналитична по r  и по j
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и,  значит, представима в виде ряда по степеням r :
...)()()()(),( 3

3
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210 ++++= rjrjrjjjr llllF (8)
Поэтому справедливо тождество
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Откуда коэффициент при нулевой степени r : 0...' 3
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или ),(' 00 lRl j--= . Тогда, учитывая, что 0)0(0 =l , получаем 0)(0 ºjl  и, значит,
(8) принимает вид ...)()()(),( 3
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После этого (9) запишется в виде
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Для коэффициента при первой степени r  имеем 0'1 =l , причем 1)0(1 =l .
Поэтому 1)(1 ºjl . Видим, что ОФ уравнения (3) действительно имеет вид (7).
Т. к. для системы с центром уравнение (3) имеет только p2 -периодические
решения, то согласно определению ОФ она и, значит, её коэффициенты
должны быть p2 -периодическими функциями. Теорема доказана.

Из этой теоремы следует, что для решения проблемы «центра-
фокуса» с использованием ОФ Мироненко В.И. необходимо выполнить
следующее. В системе (1) перейти к полярным координатам и составить
уравнение (3). Правую часть ),( jrR  уравнения (3) разложить в ряд
по  степеням r . Отражающую функцию ),( jrF  уравнения (3) искать в виде
ряда (7) как решение уравнения (6) с начальным угловым коэффициентом.

Отражающая функция (7) характеризуется свойствами (6).
Необходимо подставить (7) в (6) и выписать члены при одинаковых

степенях r . Получим, что коэффициенты ряда (7) должны удовлетворять
следующим соотношениям:
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……………………………………………..
Из доказанной выше теоремы, следует, что для того, чтобы система (1)

имела центр в точке ( )0,0O , необходимо и достаточно, чтобы все функции )(jil
были p2 -периодическими по j . Каждая из функций )(jil  является
p2 -периодической, если и только если числа

ò ==
p

js
2

0

.0dm ii

Т. о. для решения проблемы необходимо найти бесконечную
последовательность im , приравнять их нулю, полученные равенства будут
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необходимыми и достаточными условиями центра данной системы.
По  теореме Гильберта о базисе, чтобы доказать, что указанные условия
являются необходимыми и достаточными, нужно указать такой номер

ki = , что все ...,, 21 ++ kkk mmm  будут автоматически равняться нулю, если
равны нулю все .1,1, -= kimi

В этой работе показано, что последовательности чисел ig  и im ,
вообще говоря, не совпадают между собой. В связи с этим мы вправе
надеяться на то, что эффективность рассматриваемых методов для разных
систем различна, т. е. для некоторых систем эффективен первый метод, для
некоторых – второй.

Так как отражающая функция описывает симметрии решений
уравнения (3) по j , то мы вправе надеяться (это подтверждают
соответствующие примеры), что наличие, может быть скрытых, симметрий
уравнения (3) приведет решение проблемы «центра-фокуса» для таких
систем вторым методом быстрее, чем первым.

В подтверждение этих слов приведем систему, сводящуюся
к  уравнению
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Задача 1. Требуется выяснить, при каких значениях 210 ,, lll  система,
записанная в полярных координатах уравнением (10), будет иметь центр,
и  доказать, наличие центра при полученных условиях.

Методом ОФ.
Вычислим коэффициенты ряда (7) описанным выше способом

и  составим необходимые условия центра.
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Из первого условия 20 =l .
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Отсюда следует 12 =l .
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Находим, что 01 =l .
Оказывается, что при найденных значениях 210 ,, lll  коэффициенты

ОФ 5432 ,,, llll  обращаются в нуль. Более того, видим, что вычисление

каждого последующего im  сводится к вычислению интеграла ò
p

j
2

0

0 d .

Не  трудно убедиться, что именно rjr =),(F  является ОФ уравнения (10).
Следовательно, при 1,0,2 210 === lll , система, записанная в  полярных
координатах в виде (10) имеет центр в точке (0, 0).

Методом Ляпунова.
Будем искать решение уравнения (10) в виде ...)()( 2

3
1

2 +++= jjr hchсс
Вычислим коэффициенты ряда и найдем необходимые условия центра.
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Получили 12 =l .
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Следовательно 01 =l .
Необходимые условия центра 1,0,2 210 === lll  для заданной системы

получены также после вычисления четырех коэффициентов ряда, однако
проводимые вычисления более громоздкие. А так как вычислительные
машины ограничены в скорости производимых вычислений в единицу
времени, то, сократив число операций на каждом шаге в два и более раз,
мы увеличим возможное количество шагов метода.

Задача 2. Требуется выяснить, при каких значениях l  система (11)
будет иметь центр, и доказать наличие центра при полученных условиях.
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МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



Сборник научных трудов преподавателей
физико-математического факультета

44

Методом ОФ.
Вычислим коэффициенты ряда (7) описанным выше способом

и  составим необходимые условия центра.
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На четвертом шаге метода получено условие 0=l .
При 0=l  получим j3

4 sin=l , j4
5 sin=l , j5

6 sin=l , j6
7 sin=l  и  т. д.

Разложение отражающей функции в ряд по степеням r  имеет вид:
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rjrjrjrjrjrrjr
sin1

...sinsinsinsinsin),( 564534232

-
=++++++=F         (12)

Нетрудно убедиться, что функция (12) является отражающей функцией
системы (11). Согласно Теореме 1 система (11) имеет в т. О(0,0) центр.

Методом Ляпунова.
Будем искать решение системы (11) в виде ...)()( 2

3
1

2 +++= jjr hchсс
Вычислим коэффициенты ряда и найдем необходимые условия центра.
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Необходимое условие центра 0=l  найдено на четвертом шаге
метода Ляпунова.

Аналогично, как и с использованием отражающей функции, достаточно
четырех шагов метода для нахождения необходимого условия центра
системы (11). Однако достаточность этого условия не является очевидной.

Доказанная нами теорема дает новый подход к решению проблемы
различения центра и фокуса.

Поставим перед собой задачу выяснить, при каких условиях функция (7)
является отражающей функцией уравнения (3).

Решение этой задачи сводится к следующему: необходимо проверить
выполнимость основного соотношения (6) для отражающей функции (7)
и  уравнения (3). Полученные условия того, что заданная функция (7)
является отражающей функцией уравнения (3), являются достаточными
условиями центра системы (1).

Рассмотрим, например, функцию
++++=

+
= 43322 )()()(

)(1
),( rjrjrjr

rj
rrj sss

s
F , где 0)0( =s

и выясним, при каких условиях она может быть отражающей функцией
для уравнения (3). Уравнение (3) построим при переходе к полярным
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координатам в системе

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

+++++

++++++++-=

+++++

++++++++=

·

·

.

,

4
12

3
11

22
10

3
9

4
8

3
7

2
6

2
5

3
4

2
32

2
1

4
12

3
11

22
10

3
9

4
8

3
7

2
6

2
5

3
4

2
32

2
1

ybxybyxbyxbxb
ybxybyxbxbybxybxbxy

yaxyayxayxaxa
yaxyayxaxayaxyaxayx

(13)

Перейдем к полярным координатам в системе (13), получим
уравнение
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Теорема 2. Для того, чтобы уравнение (12) имело дробно-линейную
p2 -периодическую отражающую функцию, необходимо и достаточно

выполнения условий:
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j

jjjj
0
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При этом сама отражающая функция будет иметь вид

( )ò +--

= j

jjjr

r

0
22 )()(1 dff

F .

Доказательство. Будем рассматривать дробно-линейную
отражающую функцию вида

)()(
)()(),(
jrj
jrjrj
-+

+
=

ns
rnF . В нашем случае она

должна раскладываться в ряд ...)()()(),( 43322 ++++= rjrjrjrrj zzzF
с  периодическими по j  коэффициентами. Поэтому 0)0,( ºjF , откуда

следует, что 0)( ºjr . Следовательно
1)(

)(
)()(

)(),(
1 +

=
-+

=
rj
rj

jrj
rjrj

s
n

ns
nF , видим,

что 1)( ºjn .
Составим основное соотношение (6), приведем к общему

знаменателю полученное выражение, числитель разложим по степеням r .
Приравняв коэффициент при 2r  нулю, получили дифференциальное

уравнение, решив которое, выяснили, что если
rj

rrj
)(1

),(
1s

F
+

=  является

отражающей функцией уравнения (14), то ( )ò +--=
j

jjjj
0

221 )()()( dffs .

Согласно теореме 1 система (13) будет иметь центр тогда и только тогда,
когда pj 2)(1 -s -периодическая. А это значит, что

( ) 0)()(
2

0
22 =+-ò

p

jjj dff (16)
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Видим, что коэффициенты при 9876543 ,,,,,, rrrrrrr  не обращаются
в  нуль при любых 321432 ,,,,, gggfff . Приравнивая нулю каждое выражение
при указанных степенях r , получим систему условий (15). Условия (15), (16)
являются необходимыми и достаточными условиями p2 -периодичности
отражающей функции уравнения (14).

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть для дифференциального уравнения (14) выполнены
условия (15) и (16). Тогда все решения уравнения (14), продолжимые
на [ ]p2,0 , являются p2 -периодическими, а автономная система (13)
имеет в точке (0,0) центр.

Доказательство. Согласно теореме 2 уравнение (13) имеет дробно-
линейную отражающую функцию, с p2 -периодическими по j
коэффициентами. Поэтому продолжимые на [ ]p2,0  решения этого
уравнения являются p2 -периодическими. А по теореме 1 этого достаточно
для того, чтобы автономная система (13) имела центр в начале координат.

Теорема доказана.
Запишем теперь условия (15), (16) через коэффициенты системы (13).

Разложим полученные выражения в тригонометрические ряды Фурье. Эти
выражения обращаются в нуль, когда коэффициенты при каждом
тригонометрическом слагаемом обращаются в нуль. Т. о. получим 103
выражения, которые при некоторых условиях обратятся в тождества. Как
было отмечено выше, эти условия являются достаточными условиями
центра системы (13). Для отыскания этих условий воспользуемся понятием
базиса Грёбнера [4, 5].

Теорема 4. Система дифференциальных уравнений
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имеет центр в начале координат, если коэффициенты системы (17)
удовлетворяют следующим соотношениям.

.05488

,092416,0322
,0,0331116816

,0,0,02,02
,04,02,032,0,0

3
2

2
23

2
212

2
3231

2
31

3
2

2
23

2
212

2
3

3
3

4
2

3
23

3
21

2
231

2
2

2
1

3
23

3
21

2
2

2
3

2
2

2
1

3
2

2
23

2
212312

2
13

2
1

3221
5
2

4
23

4
212213212

2
2

2
21

2
222

2
1

2
22221

2
212

2
1

3
11121

=++-+--

=--+--=--++-

=+++-=++--+

=--=--=--=+-

=-=+-=-+-==

bbabababaaaa

bbababaabbababaaba
bababababbababaabaaa

aaaabbabababaaabaaa
baaababaababaababb

При этом отражающая функция этой системы имеет вид

)2cos)(5(sin3
3),(
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baabaa
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= .
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Пример 1. Рассмотрим следующие системы дифференциальных
уравнений.
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Не трудно убедиться, что коэффициенты каждой из этих систем
удовлетворяют условиям теоремы 4, т. е. указанные системы имеют центр
в  начале координат.

Теорема 5. Система дифференциальных уравнений
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(18)

имеет центр в начале координат, если коэффициенты системы (18)
удовлетворяют следующим соотношениям.

.0,0,0,0

,0,0
,02,0

,0
,0,0,0,0,0

,0,0,022
,0,0,0

,022,02

,0,02

,0,0,02
,0,02

,0,0,0,0,0

1112910
2
9128

2
11

2
119910911811119

912111011119697411115106611

2
811811911

2
98411811541191195

941291258611811761191197

98999495869689
2
121211

3
91296129127961191174

2
11

2
115

6111261176
2
11

2
117

2
9611

2
9117

2
96

2
9794119115

2
411411511

2
5

6411611541171175
2
611611711

2
7

3
96

3
97

2
94

2
959

2
4945

92
5

9649659479759
2
69679

2
7

466556667647

=+=+=-+=+++

=++=----+
=---=+++

=++----

=--=--+===

==+=----

=-+-=--=--

=----=++

=----=---

=+=+=++

=+++=---

=--=+=--==

bababbbbbabbbabbba

bbbbbabbbabbbabaaa
bbbbababbbbbabbabaa

bbbbbabbbbbabbabaa
bbbabbbabaaaabbbb

bbbbbbbabbbbbabbba
bbbababbbabbbbba

bbbabbbbbabbbbaba

bbbbbabbabaabbbbaba

bbbabbbabbbbaba
bbbbbabbabaabbbbaba

baaababaaaab

Отражающая функция системы (18) в этом случае имеет вид
rrj =),(F .

Пример 2. Система дифференциальных уравнений вида:

ïî

ï
í
ì

+++++-=

++++=
·

·

,

,

4
12

22
10

4
8

2
6

3
4

3
11

3
9

3
7

2
5

ybyxbxbxybxbxy

xyayxayayxayx

имеет центр в начале координат, т. к. для коэффициентов этой системы
выполняются все условия теоремы 5.
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Приведенные примеры доказывают эффективность использования
метода отражающей функции для доказательства наличия центра
некоторых двумерных дифференциальных систем.

Применение метода отражающей функции для решения проблемы
«центра-фокуса» дало нам возможность сформулировать и доказать
следующую теорему о достаточных условиях наличия центра системы (1).

Теорема 6. Пусть имеем уравнение
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где 0A  чётная функция, 03 =A . И пусть функции
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доопределяются до дифференцируемых на всем R функций. Тогда, если для
этого уравнения выполнены условия: 0

3
6 AbA -= , 0

2
5 ' AbbB = , 1

2
5 AbA -= ,

и  функции 011 2aAAa += , 2
00120 aAbAaAAa ++-=  – чётные, а функции

( ) ( ) ( )10110000
2

220 ''''2'' BbAaAabAaABbaABaaAB -++-+--+-=a , '002 aAB -=a ,
'''32 010011 bAaAaaAaBB --+-=a  – нечётные, то система дифференциальных

уравнений (1), которая в полярных координатах сводится к уравнению (19),
имеет центр в начале координат.

Доказательство. Для функции r
r

baU ++=
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производную
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Из этого соотношения, согласно [1, 65], следует, что ))(,( jrjU
чётная функция для любого решения )(jr  уравнения (18). Поэтому
отражающая функция уравнения (19) удовлетворяет соотношению
( ) ))(,(, jrjj UFU º- .

Из вышесказанного, в силу p2 -периодичности коэффициентов
уравнения (18), следует p2 -периодичность отражающей функции F .
Тогда по теореме 1 система дифференциальных уравнений (1), которая
в  полярных координатах записывается уравнением (19), будет иметь центр
в начале координат.
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к  заметному изменению значения дифракционной эффективности.
В  [2]  изучалась зависимость дифракционной эффективности голограмм
от толщины регистрирующего слоя при определенном угле Брэгга
в  случае, когда гиротропия учитывалась только при считывании.
Показано, что «включение» гиротропии при считывании приводит
к  качественному изменению зависимости дифракционной эффективности
от толщины. Однако в этих работах зависимость дифракционной
эффективности от угла схождения опорной и предметной волн
не  исследовалась. Практически отсутствуют публикации по исследованию
дифракционной эффективности голограмм в случае, когда влияние
гиротропии учитывается как при записи, так и при считывании голограмм.

В рассматриваемой работе исследуется зависимость дифракционной
эффективности голограммы от угла Брэгга и толщины слоя одновременно
в случае, когда гиротропия «включена» и при записи, и при считывании.
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