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иильпотентная подформация формации F, Н -  минимальная насыщенная не п-нилъпотентная 
подформация формации F, при этом:

1) всякая п-нилъпотентная подформация из F входит в MV/ (Нп  X  );
2) всякая насыщенная не п-нилъпотентная подформация Fj из F имеет вид HV/( F ,n  X ).
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Summary
Let X be a formation of all 7i-nilpotent groups.
Proved that the 7i-nilpotent defect of со-saturated formation F equals 1 if and only if F = MVWH, 

where M is тг-nilpotent formation, H is minimal со-saturated non тг-nilpotent formation and also:
1) all л-nilpotent subformation from F enter in to MV03 (HnX);
2) all non 7t-nilpotentсо-saturated subformation F] from F looks like HV“ (FinX).
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В. В. Шкут

КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ КУБИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА, ИМЕЮЩЕЙ ЧАСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ВИДЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ

КРИВОЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Пусть для системы
dx j : dy 7 / 7  ( 1 ) = > a .. x у  , = > b .. x у J ,

J  IJ  S  » 7, IJ  S  »at i+ j = 1 at i+ j=\

где CLу, btj E R , алгебраическая кривая [1 , 49],

со ( x , у }  = x 2, -  xy  2 + p x  + q = 0 , 4 p 3 + 27 q 2 > 0 , p  < 0 , q ^  0  (2 ) 
является частным интегралом. Кривая (2) состоит из трех гиперболических ветвей 

и имеет вид:
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ЕМЫ
ЧЕСКОЙ

(1)

t 0 (2) 
их ветвей

4 р 3 + 2 7 # 2 > 0 ,  р <  О, q > 0 4 р ъ + 21 q 2 > 0 , р <  О, q <  О-

Лемма. Для того чтобы кривая (2) была частным интегралом системы (1), необходимо и 
достаточно, чтобы система (1) имела вид:

dx q 2 ^ 2 \_ =  — а 2]ху  + а 2]х  у  + — ху = Р ( х , у ) ,  
at р  р (3)
йу 2 Ч 2 3 3 2 ' 1 3 ч—  = у  + — а 2]х -  -  а 2] у  + а 21х  +  —  х у  y 3 = Q ( x , y ) .
at 2 р  2 р  р  р

Для доказательства леммы следует воспользоваться равенством [1]: если кривая

О -  частный интеграл системы _ р ^  ^  dy Q (х у ) ’ где
dt dt

Р { х , у ) ,  Q { x , y )  -  многочлены степени /7 , то

—  - Р  + —  - Q S O D - F .  (4)
дх ду

Здесь F(x, у)  -  многочлен п — 1 степени.
В нашем случае равенство (4) имеет вид:
до) до)
—-  Р  + —  Q = со - а 21ху.  (5)
дх д у  ^

Нетрудно видеть, что X  =  0  -  частный интеграл системы (3).

Замечание. Если # 21 =  0 ,  то у ^ О ’-  особая линия системы (3). Считаем, что

С1 2] Q '
Из равенства (5) следует, что возможные особые точки системы (3) в конечной части 

плоскости лежат на линиях х  =  0 , у  = 0 , й)(х,у)  = 0 ■ Для отыскания этих особых точек 
решаем систему

ху (да 21 + ра 2] х + 2 . у )  = 0, 1 (6)

2 ру + 3 qa 21 х 2 -  qa 21 у 2 + 2 ра 1Хх ъ + 6 х 2у - 2 у 3 = 0.J

Пусть X =  0  или у  — 0 .  Получим особые точки системы (3):

х , = 0 ,  у х =  0 ; (7)

г _ п . v _ -  <?а 21 ± 4 ч 1 + 16 р
2,3 5 2,3 ^ J V '

е с л и  q 1a l ] +  16 / ?  >  0 ;

*« = - ^ 4  = о- (9)2 р
Подстановкой в уравнение (2) проверяется, что точка (9) не лежит на кривой (2).
Пусть Ху  Ф 0  . Тогда система (6) примет вид:

р а 2хх + 2 у  + q a 2l = 0,1 )0)

х 3 -  ху 2 + рх + # = 0. J
В дальнейшем исследование системы (3) проведем при условии, что на кривой (2) нет 

особых точек системы (3). Это значит, что система (10) не должна иметь действительных 
решений. Найдем условия для этого. Исключая из системы (10) переменную у  получим
кубическое уравнение

(4 -  р 2 а 2, )х 3 -  2 pqa 2, х 2 + (4 р -  q 2 a 2, )х + 4 q = 0 . (11)
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Чтобы уравнение (11) не имело действительных решений, необходимо, чтобы

4 — р 2 а  21 =  0 .  Тогда получим уравнение

2 pqx  2 -  ( р 3 -  q 2>)x -  р 2 q = 0.  О2)
Уравнение (12) не имеет действительных решений, если

( Р Ъ -  Я 2У + 8 Р гЧ 2 < О-
С учетом того, что по условию 4 р  3 + 27 q 2 > 0 > делаем следующий вывод: система 

(10) не имеет действительных решений, если 4 — р 2а \ х — 0  и система неравенств 

4 р 3 + 27 q 2 > 0 и ( р 3 -  д 2 )2 + 8 p 3q 2 < 0 совместна. Итак, пусть, например,
2а — — . Тогда система (3) запишется в виде

Р
dx 2 q 2 2 2 2 D /  \
—  = —V -ку + —  * У + — = Р \ х , у ) ,
dt р р р

dy 3 я 2 q 2 2 3 3 2 1 3 ^  /  Л- f -  = у + — \ х  \ - у  2 + — х + — х у  у  s  Q ( х ,  у  )
dt р 2 р  р  р р

Заметим, что для особых точек (8) координата

-  <, ± -J* Р ' U L ,  4 p *  + i 7J > 0 .
2 р

3 . Л 2

(13)

Если 4 р ъ + q 2 = 0 ,то имеем одну точку (8).
Далее находим характеристические числа особых точек (7) -  (9). Они соответственно

такие:
4  =  о , Л2 =  1; (7')

= (± д -  л/47 * 4  g 2 \ j 4 p 3 + д г (81)
2/>

А, = 2;  Я 2 = з

если 4 р 3 +  д 2 >  0

и Л, =  2 , Я2 =  0 , (8")

если 4 р 3 + q 2 = 0 ;

Я >.2 = ^ ( 4  Р 3 + 27 <7 2 ± ^ { 4  р 3 + 27 д 2 ) +  432 9  4 }  (9’}
б /7

Легко видеть, что если 4 р Ъ + q 2 > 0 ,  то одна из точек (8) будет узлом, а другая
четырехсепаратрисным узлом. Точка (9) -  четырехсепаратрисное седло.

Выясним характер сложной особой точки (7) системы (13). Система (13) имеет вид
[2, 108]:

^ ~ =  е ( х , у ) ,  =  У +  ч ( х , у Уdt dt
Здесь g ( x , О) =  0  и д о . если х  —> 0 . Добьемся того, чтобы

<f(x,0 )

%{х,0)ф 0 и *7 (*>0) Q , если х -> 0 или 7 (x ,0 ) s  о • Для этого находим решение 
£ ( * , 0 )

уравнения у  + Т](х,у^}— 0 относительно у  в виде у  =  (Х2Х 2 +  ... =  (р{х) .  Подставив в

\  2 + ... = 0 • Отсюда а  -  - Щ - , . . .  ■ Тогдауравнение, получим тождество
V

а 2 + 2
Р
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, чтобы 

(12)

; система 

равенств 

апример,

(13)

яственно

(7')

(8’)

(8й)

(9')

а другая 

имеет вид

), чтобы

решение

дставив в 

в . Тогда

искомое решение будет y  — —^ L - x 2 4- ... =  (р{рс\ В системе (13) сделаем замену
р 2

у  —> (р{х ) 4- у . Получим систему

d x  . „ /  х  d v  /  ч
У + Л , ( х , у )

™  £ , ( * , 0 ) = - + ... =  ах “ + ... > и 77, ( х ,0 ) =
36 д :

■х4 + ... = b x fi +
Р  Р '

Видим, что ( х ,  о )  ф- 0  и v | (д. о )  . если X —> 0  . Так как д 2 ^ и =  3 -

4 1 ( х , о )  Р 4
нечетное, то, согласно [2, с. 109], точка (7) для системы (13) является четырехсепаратрисным 
седлом.

Исследуем теперь сложную особую точку (8) при условии, что р  и q связаны 

равенством 4 р 3 + q 2 = 0 ■ В системе (13) сделаем замену: х —>х ,

у  - »  у -  -3— , 2dt -»■ dt • Получим систему 
2 Р

d x

d t

Я 2 1 3  ̂ 2 f  \
- — Г Х +  — X у  +  — ху  =  X +  Г} ( х ,  у  ) ,
2  р  р  р

аУ _ 3 д \ V „2 , 1 „3
d t  4  р  2 4  р  2

q  у 2 +  - L , ’  +  -  - i - у 3
Р  2  Р  2  р

(14)

3деСЬ Н о , у ) =  - г ^ у 2 -  ^ - У 3 ^ ау “ -  - ^ - у 1 Ф О И 7(0,^)=0-
4 / 7  2  р  г  2  р

Так как  ̂ ^ Q и а  =  2 -  четное, то [2] точка (8) для системы (13) является седло-узлом.
а ~ 4  р 2

Найдем особые точки системы (13) в бесконечной части плоскости и выясним их 
характер. К системе (13) применяем последовательно преобразования Пуанкаре [3]:

1 w u v 1
Z  Z  Z  Z

Получим системы:

II 2
—  +  

Р

3

Р
- и

3 q 2 
+ ~ ~  z ------------- и  - -

Р  ‘  Р
Ъ- и > -
Р

з д
— 7 -  и  " Z  +

р '

UZ  2 г  р  ( и  , Z  ) ,

а
*

|8
-

н

2

Р
UZ -

2 2 q
—  и  ’  z -  -------7 -  UZ " 2

Р Р  '
* Q ( u , О

и

dv

~сй~ ~

3
-------V

Р
+

2

Р

3 q 3 
V  '  +  — —  vz -  —  V

р '  р

’ -  vz 2 _  L v * -
р

V 3 Z s  F ( v ,

Р  '

5*
|

й- и 1
-------Z

р

+ J _

Р
_ 2 2 _ v 3 z -  г 3

р

2 ,
-  -------V '

р

з<? ,z -  — — V

р "
- e(v, z)

(15)

(16)

Полагая в правых частях системы (15) z = 0 , получаем уравнение для определения 
координаты U особых точек (и ; 0 ) :

(и 2 -  1Хзи + 2 )=  0 . Отсюда и = ±1 и м = _ 2_.
3

Итак, система (13) в бесконечной части плоскости имеет особые точки, не лежащие на 
«концах» оси Оу '

и, =  1, z =  0 ; (17)

(18)и 2 =  -1 ,  z -  0;

их — — , z — 0. 
3 3

(19)
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Характеристические числа для них, соответственно, такие:

я з - - i -  (17)А \ — , А  2 — j

Р Р

Л , = 0 ,  A , = - i ;  < > 8 ' >

Р
= <19'>

З р  9 р
Видим, что точки (17) и (19) -  узлы. Выясним характер сложной особой точки (18). Для 

этого сделаем перенос начала координат в точку (18). В системе сделаем замену:

м ->  и -  1, z - > z ,  -  — dt - »  dt ■ Получим систему:

du 1 2 Ъ а р 2 3 з 3 q 2 P i  ( \
  =  и  и  —  UZ +  — Z +  — и +  — Z  UZ =  и  +  7] (и  , Z ),
dt  2 р 2 2 2 2

— — uz -  qz 2 + и 2 z  + quz 2 = £  (w , z ) i

(20)

Здесь ^ ( 0 ?Z ) ^ 0 ,  но ^ C 0 ^ )  ' к о при Z —> 0 .  Достигнем того, чтобы

£ ( « . * )

Z_} 0  при Z —>  0 .  Находим решение уравнения W +  T\{u^z\— 0  относительно U в

виде U = OC2Z2 +  . . . =  =(p{z).  Подставив U =  (p{z) в уравнение, получим а   ̂ - _  R-. 

Тогда U = —^ Z 2 +  ... =  (p (z). Сделав в системе (20) замену U —> (p{z) +  U , получим

систему

^ -  = и + Vi{u,z) ,  ^ ~ =  f , ( u , z ) > rae 
dt dt

( о , z )  = £ (<р (z ), Z )  = -  qz 2 + ... = az “ + ... ,

Л i (°  , z )  = -  (р '(z )  • £ , (0 , 2 )  = -  pqz 1 + ... = bz р + ... •

Здесь (0 , z )  ф 0  и V1 (О, z )  q , при Z —У 0 .  Так как а = - q  Ф 0 и а  =  2 -

четное, то [2, 109] точка (18) -  седло-узел.
Полагая в системе (16) V = Z = 0 ,  видим, что «концы» оси Оу  являются особой 

точкой системы (13). Характеристические числа - _ _3_ - 1 . Следовательно, «концы» оси
A  j — , A j —

Р Р

Оу  -  узел.

Из вышеизложенного следует: теорема. Пусть в системе (13) р  и (J удовлетворяют

системе неравенств 4 р ъ + 27 q 2 > 0 к { р ъ -  q 1^  + %р ъq 1 < 0 - Тогда в конечной части

плоскости система (13) имеет:
1. Точку (7) -  четырехсепаратрисное седло, точки (8) -  четырехсепаратрисное седло и

узел, если 4 р 3 + q 2 > 0 , точку (9) -  четырехсепаратрисное седло.

2. Точку (7) -  четырехсепаратрисное седло, точку (8) -  седло-узел, если 4 р 3 + q 2 = 0 ,

точку (9) -  четырехсепаратрисное седло:
3. Точку (7) -  четырехсепаратрисное седло, точку (9) -  четырехсепаратрисное седло.

В бесконечной части плоскости система (13) имеет три узла (17), (19), «концы» оси Оу
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(17')

( 18')

(19')

(18). Для 
замену:

(20)

), чтобы 

ibHO U в

= _ р_. 
2 ’

получим

а  =  2 -

;я особой 
>нцы» оси

[етворяют 

ной части

г седло и

q 2 = 0 , 

то.
> ОСИ Оу

и седло-узел (18).
Предельных циклов система (13) не имеет.
Замечание. Аналогично может быть рассмотрен случай, когда _ 2 .

а 21 ~ ~
Р
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Summary
Qualitative research of one cubic system of the s econd order is carried out at presence at it 

private integral as the algebraic curve of the third order consisting of three hyperbolic branches.
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М.Д. Юдин

ТЕОРЕМА О ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ СУММ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ
ЭЛЕМЕНТОВ В СЕПАРАБЕЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ ГИЛЬБЕРТА

*

В предыдущих работах (см., например, [1-3]) мы решали центральную предельную 
проблему теории вероятностей (ц. пр. пр.) для сумм d-мерных зависимых случайных векторов.

Здесь метод решения ц. пр. пр. в пространстве распространяется на сепарабельное
пространство Гильберта, обозначаемое через н  .

Вначале мы получаем достаточные условия сходимости сумм зависимых элементов 
пространства Я  к безгранично делимому распределению, логарифм характеристической

функции (х. ф.) которого выражается по формуле, обобщающей формулу Колмогорова в R j .

Затем в базисе пространства Н  получаем явное выражение для ковариационных операторов 
сумм зависимых случайных элементов из Я  и их предельного распределения в условиях 
основной теоремы.

1. Пусть { £ n s } s = b n  = 1} оо , -  система серий случайных элементов из И , 

определенных при каждом П на общем вероятностном пространстве, имеющих ограниченные 

дисперсии, E ^ ns -  0 , 0  е Н  ^ скалярное произведение,
S  п = 2~1 £ п S

S = 1

<рп (О  = E e l^t,Sn  ̂ - х .  ф. суммы Sn, t e H .

Обозначим: S n{Si/)) = £ „ ( i  + 1) +  . . . +  # л р , <P„{s>p)(t) ~ х - Ф- S n(s,p)-  Очевидно, 

справедливо формальное равенство:

Срп( О,л) ( 0  ^ п ( 1 , л ) ( 0  Ф п (п - ! , л ) ( г ) .
<Рп( 0  .=  --------- — ---------------    - - L—

<Рп( l,n)(0 <Pn(2,n)lt) 1
Пусть В т  -  СУ -  алгебра, порожденная элементом
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