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Summary

The main object o f this paper is to show the-following theorem: Let N  is a normal subgroup of a 
finite group G with supersoluble faktorgroup G / N . If every maximal subgroup of a Sylow /7-subgroup
Fp from F*(N) (p  G7i(F*(N))), which hasn't supersoluble supplement in G, is pronormal in N G(Fp), 

and all the cyclic subgroups with order 2 or 4 o f a Sylow 2-subgroup F2 o f F*(N) (in case if 2| | F*(N) | ) 

are pronormal in N G(F2) , then G is supersoluble.
Поступила в редакцию 18.11.03.
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КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ СПЕЦИАЛЬНОЙ  
КУБИЧЕСКОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА

Пусть для системы

f - t v V .  f - y + t v v .
UL i+j=2 i+j=2

где ay, by g R , алгебраическая кривая (см. [1, 47])

(o (x ,y )= x 3 -f xy2 -f-px + q = 0,27q2 + 4 p 3 < 0  (2)
является частным интегралом. Кривая (2) состоит из овала и гиперболической ветви и имеет вид:

( 1)

q < 0

Лемма. Для того чтобы кривая (2) была частным интегралом системы (1), необходимо и 
достаточно, чтобы система (1) имела вид:

~  = - 2Ь02х у - — Ь02х 2у -  —ху2 =Р(х,у),  
dt q Р
dy

= y + 3b02x 2 + b 02y2 + — b02x 3 + - x 2y + - y 3 s  q (x, y). 
dt q p p

(3)
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Для доказательства этой леммы следует воспользоваться равенством [2]: если кривая со(х,у)= 0 -  
частный интеграл системы

^  = Р(х,У), -^7 = Q(x, у), где Р(х,у), Q(x, у) -  многочлены степени п по х и у , то 
dt dt

^  р(х, у) + ^ -  Q(x, у) = со (х, у) • F(x, у) (4)
дх ду

Здесь F(x,y) -  многочлен по х и у степени п - 1 .
В нашем случае равенство (4) имеет вид:

^ - р ( х ,  у) + ^ -Q ( x ,  у) = b 02x y - с о  (х , у) (5)
дх. ду q

Замечание. Если Ъ02 = 0 , то у = 0 -  особая линия для системы (3). Считаем далее, что 
Ь02 Ф 0 . Нетрудно также видеть, что х = 0 -  частный интеграл для системы (3).

Из равенства (5) следует, что в конечной части плоскости возможные особые точки 
системы (3) лежат на линиях х = 0, у = 0 и ю(х, у) = 0 . В дальнейшем качественное исследование
системы (3) проведем при условии, что на овале кривой (2) нет особых точек системы (3).

Итак, приравнивая правые части системы (3) к нулю, получим систему для определения 
особых точек системы (3) в конечной части плоскости:

xy(p2b O2x + qy + pqbO2)= 0 , |

2p2b 02x 3 +3qx2y + qy3 +3pqb02x 2 +pqb02y2 + pqy = 0 . J  
Пусть x = 0 или у = 0. Тогда получим особые точки системы (3), лежащие на линиях 

х = 0 и у = 0:
x i =0, у, =0; (7)

- Р Ь 02 ± л/ р 2Ь02 - 4Р
х г , з = 0 ,  У 2,3 = ------------  ; (8 )

х4 = - ^ р У 4 = 0 .  (9)
2р

11усть ху ф 0 . Тогда система (6) преобразуется к виду:

p 2 b 02x  +  q y  +  pqb02 = 0 , (10)
со(х, у) = х 3 + ху2 4- qy3 + рх + q = 0 . J  

Первое уравнение системы (10) есть уравнение прямой с угловым коэффициентом
2Ь

к =  2L о Отсюда следует, что данная прямая обязательно пересекает гиперболическую
q

ветвь кривой (2). Это значит, что на гиперболической ветви кривой (2) лежит особая точка 
“системы (3). Найдем условия, чтобы эта точка была единственной, лежащей на кривой (2). Тогда 
на овале кривой (2) не будут лежать особые точки системы (3). Для этого из системы (10) 
исключим, например, переменную у . Получим уравнение

х 3 + ах2 +Ьх + с = 0, (11)

где а = Ь - М У Р У Ь * . ,  с =  Я - - -~4и2 , 2 ’ 4i 2 , 2 ’ 4i 2 , 1 'Р b 02 + q P Ь02 + q  p b 02 + q

Если 4 (з Ь -а 2J  +(2a3 -9 a b  + 27c f  > 0, to  [3], уравнение (11), а следовательно, система (10) 
имеет единственное решение. Это значит, что на овале кривой (2) нет особых точек системы (3). 
Особая точка, лежащая на гиперболической ветви кривой (2), имеет координаты

.fciilPqk, „2,
q

где координата х 5 является единственным решением уравнения (11).
Выясним характер особых точек (7) -  (9), (12). Для этого находим характеристические 

числа указанных особых точек. Они, соответственно, такие:
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A,j — О, Х2 — 1;
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р

\ 2 = 4р3 + 27q2 ± ^ t p 3 + 2 7 q 2 f  -4 3 2 p 4q 2b
8р V

л 2р - - . «■< 3 2 3 2
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q р р

(7)

(8 )

(9)

( 12 )

Так как по условию 27q2 + 4 р 3 <0, то р < 0 . Тогда в (8) Х 2 < 0 • Это значит, что особые точки
(8) являются четырехсепаратрисными седлами. Также по числам (9) определяем, что точка (9) 
является фокусом или узлом. Легко проверить, что точка (9) лежит внутри овала кривой (2). 
Отсюда следует, что овал кривой является предельным циклом.

Выясним характер сложной особой точки (7). Система (3) имеет вид

^ Н ( х , у ) ,  £  = у + п (* ,у )  (13)dt at
В нашем случае ^(х,0) = 0 . Согласно [4, стр. 108], система (13) приводится к системе

f  = = (14)

где ^,(х,0) = ^(х ,ф (х))#0  и Т1 j (х,0) = ф f(x )• ̂ j (х,0).

Здесь функция у = ф(х) = а 2х 2 + а 3х 3 + ... является решением уравнения у+ г|(х ,у ) = 0.

Получаем ф(х) = -ЗЬ02х 2 + ....

Тогда £) 1 ( х , 6 )  =  6Ьо2х 3 + ... = аха +...,

г|1(х,0) = 36Ьо2х 4 + ... = Ъхр + ...

Так как а = 6bjj2 > 0, a  = 3 -  нечетное и (3 > a  , то [4] точка (7) -  узел.
Прежде чем выяснить характер особой точки (12), найдем и выясним характер особых

точек системы (3) в бесконечной части плоскости. Для этого к системе (3) применяем
преобразование Пуанкаре [5]:

Получим системы:

1 u v 1 dt ,
х = —, у = и х = , у = —, —  ->dt.

z z z z z

du 2р , 3 _  2 p t 2 3 з 2 2—  = —  b02 + — u + 3b02z + —  b 02u + —u + 3b02u z + uz , 
dt q p q p
dz _ 2p t
dt q

_  2  2 2 
—  = —  b 02uz + — u z + 2b02uz ,

dv 3 2p 2 j
—  = — v  b 02v - 3 b 02v z  v - v z
dt p q p q

2 3 „ 3  . . „ 2  2 P b o 2 V 4 _ 3 b ( ) 2 V 3 Zi

dz _ 1
dt p

z - b 02z 2 -  — v 2z - z 3 b 02v3z - 3 b n9v 2z 2.J 02 '

(15)

(16)

Полагая в правых частях системы (15) z = 0 и приравнивая их к нулю, получим уравнение для 
определения координаты и особых точек (и;0):

3qu + 2р2Ь02 = 0.

2р2Ь02
Отсюда и = ------------- . Это значит, что система (3) в бесконечной части плоскости имеет особую

3q

точку
2р2Ь

3q
;0 . Характеристические числа для нее:
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i  -  3 д- 4р3 к2 \ -  4Р3 ь 2Aj -  I 7 b 02 < 0 ,  Х2 -  Т 02 > 0 .  
р 3q 9q

Отсюда следует, что точка
2Р2Ь02 -  четырехсепаратрисное седло.

3q
Подставляя в правые части системы (16) v = z = 0 , видим, что «концы» оси Оу 

являются особой точкой для системы (3). Характеристические числа для нее такие:

=  - А  >  о, х2 =  >  о.
р р

Следовательно, «концы» оси Оу -  узел.
Выясним теперь характер особой точки (12). По сумме индексов исследованных особых 

точек получаем, что особая точка (12) должна иметь индекс +1. В (12) число ^ , ^ 0  и 
действительно. Отсюда следует, что если Х2 Ф 0 или Х2 = 0, то точка (12) обязана быть узлом.

Из вышеизложенного следует.
Теорема. Система (3) в конечной части плоскости имеет:
1) узлы (7), (9) и (12);
2) четырехсепаратрисные седла (8);
3) предельный цикл -  овал кривой (2).

В бесконечной части плоскости система (3) имеет узел -  «концы» оси Оу и четырехсепаратрисное 
седло.

Пример. Полученные результаты для системы (3) реализуются, например, при 
р = -2, q = 1, b02 =1. Качественная картина поведения траекторий системы (3) в круге Пуанкаре 
в этом случае такова:
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Summary
Qualitative research of cubic differential system of the second order is lead provided that this 

system has private algebraic integral of the third order.
Поступила в редакцию 23.01.04.
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