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трудоемких. Он может быть использован в следующих отраслях науки и 
техники: космический мониторинг, радиотехника и телевидение (при синтезе 
антенн, для улучшения диаграмм их направленности), дистанционный поиск 
полезных ископаемых (решение обратной задачи гравиметрии), спектроскопия 
("восстановление" характеристик плотности энергии по спектру излучения), 
астрофизика (определение характеристик звезд и крупномасштабных объектов 
Вселенной по спектрам излучения).
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Summary
The decision of an incorrect return task out using of a method of 

Fouriertransformations and method of regularization of A.N. Tihonov is carried. The 
approximation of the kernel of the return operator in unisoplanar area is offered. The 
lemma about the decision of the integrated equation of the first kind with 
nondifference kernel is proved. The algorithm of calculation of coefficients for 
complex kernel of the integrated equation of Fredgolm of the first kind is developed.
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КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КУБИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА, ИМЕЮЩЕЙ ЧАСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ВИДЕ 

АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРИВОЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Пусть для системы

~ ш 2  а , / У \  “Г =  S  bijx ' y J> О)dt i+M d t  U% !  1
гдеа; ,6у e R, кривая (см.[1])

o)(x,y) s  (дг + у 2 + p 2)2 -  4 d 2(x2 + p 2) = 0,0 < p  <2d  (2)
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является частным интегралом. Заметим, что если р -  2 d , то кривая (2) 

вырождается в точку (0 ;0 ).
Теорема. Для того чтобы кривая (2 ) была частным интегралом системы 

( 1), необходимо и достаточно, чтобы система ( 1)  имела вид:

^  @п\ 2 «01  26,0 3 л /  \
—  = ату + ~ ^ х  у -  J  у = Р (х ,у ) ,  
at р  р  - A d

(3)
dy h г I + Л ,  _3 . 2 (p2 - r f 2K l  + 3P 2*10 „ .2  _

  ^  1 ^
Для доказательства этой теоремы следует воспользоваться равенством [2]: если 
кривая со(х,у) = 0- частный интеграл системы, то

0 )® 'Р  + ф ® Q = 6) F ,  (4)

где, в данном случае, F  - многочлен второй степени относительно х  и у.

Сделав в системе (3) замену времени — -г - f - ---- -т dt,
р 2[ р 2 -  Ad2)

получим для дальнейшего исследования систему:

=  Р 2{Р2 ~ 4 d 2)amy  +  а21х2у  +  аюу 3 ш Р{х,у),
at

^ 7  = Р 2( Р 2 -  * d 2\ x  + Ьжх 3 + Ь12ху2 ш Q (x ,у )
at

(5)

где

«21 = IР 2 ~ 4d2)ct01, аю = - р г (ат + 2bw),
з̂о= d  «01 Р  » 1̂2 = — d )я 01 + 3р  Ь10.

Видим, что поле направлений системы (5 ) симметрично относительно 

обеих осей координат. Далее, если ( р 2 - 2 d 2)a m + p 2bw = 0 ,  то (5 ) будет 

системой Гамильтона и общий интеграл уравнения траекторий будет иметь вид

(х2+у2 ) 2+2(p2-2d2 ) х 2+ 2 р гу 2=„.

Если , ,= p 2(A d 2-p2), то получим кривую (2). Легко показать, что если 

2d2 -  р 2 s  0, то в конечной части плоскости система Гамильтона имеет 

единственную особую точку (0 ;0)  - центр, если 2d2 -  р 2 > 0 , то система имеет

особые точки (0;0) - седло и ( ± ^ 2 d 2 + р 2 ;0) центры. В бесконечной части 

плоскости система Гамильтона особых точек не имеет. Дальше исследование 

системы (5) проводим при условии, что (p 2-2d2)а т+ р 2Ь10 *  0. В данном случае 

находится общий интеграл уравнения траекторий системы (5). Для этого в 
системе (5) делаем замену переменных х  и у по формулам х2=и, у2=v и 
переходим к уравнению

dv _  р 2( р 2 -  Ad2)bw + bi0u + V  

du р 2( р 2 -  Ad2)a0i + a2lu + a03v ’ 
которое приводится к однородному уравнению первого порядка ([см.З]). 
Интегрируя это уравнение и переходя к переменным х и у, получим общий 
интеграл уравнения траекторий системы (5 ) в виде

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



24 ВЕСШК МДГП1МЯ Н.К. КРУПСКАЙ

6)} { х , у )  =  С0)1(х,у), где (У,(х,у) =  Ь30х2 - ату 2 - Ь30а +  а йър  =  О и
б)2(х,у) = х 2 + у 2-  а -  /3 = 0 - частные интегралы системы (5). Здесь
д р 2(р2 - 4 d 2)(p2(a01+bw)2 -dWm) d 2p 2(p2 - 4-d2)a0i(am + 2bw) 

((p2- 2 d 2)am+p % ) 2 ’ p  ((p2- 2 d 2)a01 + p % ) 2 '
В [4] указаны результаты исследования системы (5) при условии, что

aoi=0 или Ью=0. Поэтому исследование системы (5) проведём при условии,
чтоа0;. • bj0 Ф 0. Исследование распадается на три случая:
1) а03 = О, Ь30 *  0; 2) аоъ * 0, Ь30 = 0; 3) аоъ ■ Ь30 * 0.
Сначала найдем особые точки системы (5) в конечной части плоскости и 
выясним их характер.
1)а03 = 0, Ь30 * 0. Сделав в системе (5) замену времени (р2 -  4d2)bwdt -* dt, 
получим систему

dx  т  2 о  2 dy  2 3 2 /<7Ч-  = -2р у - 2 х  у, —  = р х + х - х у  . (7)
dt dt

Система (7) имеет единственную особую точку (0;0) в конечной части плоскости 
с характеристическими числами Я = ±ip2-j2. В силу симметричности поля
направлений точка (0;0) - центр.
2) аю *0,Ьъо=0.
г  p \ p 2-4d2), ,Сделав замену времени — ——  ---- -bwdt -* dt в системе (э), получим систему

2d
dx 2 2 3 dy — *2 ^ 2 /г>\
—  = ~ Р  у - х  у  +  у , ~ f  = 2d х - 2 х у  . (8)
at dt

Система (8) имеет особые точки (0;0), (0;±р) и (±sjd2 -  р 2\ ± d), если
р<d или (0;0) и (0;±р), если p > d .
Пусть p<d. Тогда точка (0;0) имеет характеристические числа Я, 2 = ±ipd\fl и, 
следовательно, является центром. Точки (0; ± р )  имеют характеристические

числа 4 д = ± 2 p ^ d 2- p 2 и являются четырехсепаратрисными седлами. Наконец,

точки (•\ld 2 ~ р 2\ d) и { - ^ d 2 - р 2; - d) имеют характеристические числа
Я, = -2 d^Jd2 -  р 2, X, = -4d^jd2 -  р 2 , а точки (->Jd2 -  р 2', -d)  и ( - ^ d 2 -  р 2; d)
имеют характеристические числа Я, = 2d-^Jd2 -  р 2, Я2 = 4d-^d2 -  р 2 и являются 
простыми узлами.

Пусть p>d. Тогда точки (0;0) и (0;±р) -  центры.
Пусть p=d. Тогда точка (0;0) -  центр, а точки (0; ± р) имеют
характеристические числа Я, 2 = 0, т.е. являются сложными особыми точками. 
Методом, данным в [5], выясним характер этих особых точек. В системе (8) 
сделаем замену переменных х —> х,у ~ ^ у ± р  и замену времени 2 p 2dt -* dt.

Получим систему:
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dx _ 1 2 3 2 1 г 1 з
—  = V + —  х г ± —  у 2 ---- ~гХ2у  + — -  '■

2 р 2 р 2 р 2 2рdt х 2у  + —~ТУ3 Я У + €(Х>У)>

dy - 2  1 2 . .
= + - х у  шт! (х ,у ) .

dt р р 2
(9)

у = а 2х2 + а гх ъ +... я <р(х). Получим решение у = ±-^—х 2 +... = <р(х). Далее 

находим

Находим теперь решение уравнения у + g(x,y) = 0 относительно у в виде
1

:2 р

1 г ’ 3
f(x)sri(x,<p(x)) = - — x3+...= axa + ...,g (x)sZ x{x,(p(x)) + Tiy{x,(p(xfj = + —x+...= bx^+...

Так как а -  2/3 + 1 , -Ь 2 < 4 а{/3 +1) < 0 и а ,Р  -нечётные , то, согласно [5], точки 
(0; ± р) являются точками с одним гиперболическим, двумя параболическими и 
одним эллиптическим секторами Бендиксона.
3) а03 • Ьъо ф 0. Система (5) в этом случае имеет особые точки

*1 = °> Уг = °>
(р2 - 4 d 2)a~  а,

*23 «О, >1,2 Ш±РЛ — >0

(10)

(11)

V 3̂0 3̂0

*6,7 = ±

У б,7 =  ±

, йд1Ь12 1̂0̂ 03 ^p h k p 2 -  Ad* l a<nbn -  bwa03) 
M p 2- 2d2y M+ p 2kn)

Py  {p ~ \b10a21 — fl01fe30) , ,
Pu( 2 О Л 2 \  27 ч ’ 10 21 a o A o  >л/ ((-P )̂ oi P b10)

(12)

(13)

Здесь aQlbn b10aQZ — 2(/? (я01 + b10) d #01) ? blQci21 #oAo — (^01 +2Ь10)я

Характеристические числа, соответствующие точкам (10)-(13), такие 
^.2 Ш±Р2(Р2- ^ 2 )л/а оАо ,

Л,2 = ±2pQ?2 - 4 d 2) -  Р2К ,  +Ь10)2)
Й 01 +

\ 2 = ±2dp2(p2- A d \ aoifyo(aoi + 26,0)
2 d2am+ p \ 0

1  L ^dp ^j(d am p  (a0] +fe10) )(д01 +2£>10)д01
(p2- 2 d 2)an, + p2b,n________

2dp2̂ (d2a 2m -  p 2(a01 + &]0)2)(йот + 2Ь10)я0
CP' -  2d~)am + p  b1(

(10')

(11')

(12')

(13')

причём Д • Я2 > 0
Сразу рассмотрим случай, когда а01612 -  Ь10а03 = 0. В этом случае
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и d - p  d + рb\o ~ а01 или 610 — <з01.

р  р
Так как по условию я01 • Ью * 0 , то d Ф р

Пусть bw =■10 -  а(п. Сделав в системе (5) замену времени (р -  2d)amdt d t ,

получим систему
dx
~dt
dy_
dt

= P2(P + 2d)y + (p + 2d)x2y  + p y \

-  p ip  + 2d)(d -  p)x  -  (d + p )x 3 + (d -  p)xy2

jp ( p  + 2 d ) ( d - p )  ^  
I d + p

имеющую четырехсепаратрисное седло (0;0) и центры ± 

если d > р .
d d

Пусть Ь10 =  ат . Сделав в системе (5) замену времени (р  + 2d)aQldt -» dt 3
Р

получим систему 

dx

которая

dt
dy_
dt

имеет

= Р2(Р~ 2 d)y + ( р -  2 d )x2y + ру3,

= - р ( р  -  2d)(d + р)х  -  (d -  р ) х г -  (d + р)ху2,

центр (0;0), четырехсепаратрисные

+

седла

+ Р) ;Q s где d < p ,  и особые точки (о;±д/ p(2d -  р))  с
Р /

характеристическими числами Х12 = 0 . Для выяснения характера сложных

особых точек [0;±-Jp(2d -  р ) ) применяем тот же метод, что и в случае 2). 
Выясняется, что эти точки имеют один гиперболический, два параболических и 
один эллиптический секторы Бендиксона.

Пусть теперь атЬп -  Ьюайг > 0 . Тогда точки (10)-(13) будут простыми и их
характер устанавливается по характеристическим числам (10')-(13').

Найдем теперь особые точки системы (5) в бесконечной части плоскости и 
их характеристические числа. Для этого к системе (5) применяем 
преобразования Пуанкаре [6]:

1 и v 1
х = - ,  у  = -  и * = - ,  у = ~ .

Z Z Z Z
Получим системы

^ 7  = Ьзо + (Ь« “ а2> 2 + Р2(Р2 -  M 2)bwz 2 - а03ц4 -  р 2( р 2 -  4d 2)amu2z 2
I  ,  1 ( 1 4 >
—  = -a 21uz -  аюигг -  р г(р 2 -  4d 2)amuz3, 
at
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Yt =  а оз + ( f l2i -  ЬпУ  + р 2(р2 -  4d2)a0Iz2 -  &3„v4 -  p 2(p2 -  4d2)b10v2z2, 
dz
dt = -6 12vz -  K v'z ~ P \ P 2 ~ 4d 2)bi0vz\

(15)

Приравнивая правые части системы (14) к нулю и полагая z =  0 , получим после 
преобразования уравнение

а оз“ 2 -  3̂0 =  0 (16)
для определения особых точек (и; 0).
Пусть а03 = 0 и Ь30 -Ф- 0. Тогда уравнение (16) действительных решений не имеет. 
Пусть айъ ф О Ц Ь30 -  0. Тогда «концы» оси ОХ будут особой точкой с 
характеристическими числами Л! 2 = 0 ,  причем система (14) не имеет линейных 
членов.

Пусть а03Ьх ф 0. Тогда система (14) имеет две особые точки | М]2 = + p i ;o | ,  где
\  J

> 0, с характеристическими числами
^ 0 3

Я, = 2((р2 -  2d 2)a01 + р \ а)щ 2, Хг -  ~((рг -  2d2)am + р % 0)щ 2 Отсюда следует, 
что точки (и12;0) -  четырехсепаратрисные седла. Заметим, что если Ь30 = 0 , то 
точки ( и12 f i ) сливаются и «концы» оси ОХ будут шестисепаратрисным 
седлом.

Полагая в системе (15) v - z -О ,  видим, что если а03 =  CLto «концы» оси
ОУ -  особая точка с характеристическими числами Л1 2 = 0  и у системы (15)
отсутствуют линейные члены. В конечной части плоскости система (5) в этом 
случае имеет единственную особую точку (0:0), которая является центром. 
Тогда «концы» оси ОУ имеют индекс 0 и, очевидно, будут двухсепаратрисным 
седлом.

В силу симметричности поля направлений системы (5) относительно 
обеих осей координат, предельных циклов система (5) не имеет.

Пример. Пусть a0i = - l>bio = 2, р -  b ,d -2 .  Тогда система (5) в конечной части 

плоскости имеет особые точки (0;0)-центр, ( ±3^- ; <? ) и (0 ; + ̂ Z )-

четырехсепаратрисные седла, (± ■+ )-узлы. В бесконечной части
17 17

плоскости система (5) особых точек не имеет. Общий интеграл уравнения
траектории системы (5) имеет вид.

2 ~П 2 1386 , , 63. ,10х +27 у — —  = С(х1 + у - ~ —  у .

17Если С = ----, то получим кривую (2), а именно,
16

( х 2 + у 2 + у ) 2 - 1 6 ( * 2 + 9) = 0.
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М.Д. Юдин

О НЕОБХОДИМЫХ УСЛОВИЯХ СХОДИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
СУММ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Решая центральную предельную проблему теории вероятностей (ц. пр. п.) 
для сумм зависимых случайных величин (см., например [1-3]), мы выявили в 
основном достаточные условия сходимости распределений этих сумм к данному 
безгранично делимому распределению, логарифм характеристической функции 
(х. ф.) которого выражается, в случае ограниченных дисперсий, по формуле, 
обобщающей формулу Колмогорова, и, в случае неограниченных дисперсий, по 
формуле, обобщающей формулу Леви-Хинчина.

В данной работе определяются некоторые необходимые условия 
сходимости распределений сумм зависимых величин к данному безгранично 
делимому распределению, исследуется сохранение некоторых необходимых и 
достаточных условий сходимости распределений сумм независимых величин 
при переходе к суммам зависимых величин.

Рассматривается случай ограниченных дисперсий. Основными 
ограничениями зависимости мы берем шп-зависимость и условие равномерно 
сильного перемешивания (р. с. п.) [4].

1°. Пусть {£„}"_! , л = 1,а>, — система серий случайных величин, 
определенных при каждом п на общем векторном пространстве и имеющих

порождённая
Разрабатывая аппарат решения ц. пр. п. теории вероятностей для сумм 

зависимых величин, мы ввели функции [1]
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ограниченные дисперсии, S„ = Sn(sn) =£„(s+1) Bns — а-алгебра,

и условие (А) [1]: при любом фиксированном t

(А)
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