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АТОМ ВОДОРОДА В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО  

 

Исследована известная система радиальных уравнений, описывающая релятивистский атом 

водорода на основе уравнения Дирака в пространстве постоянной кривизны Лобачевского. Выведено 

дифференциальное уравнение второго порядка с 6 регулярными особыми точками, построены его точные 

решения фробениусовского типа. Для получения правила квантования для значений энергии 

используется условие, выделяющее трансцендентные решения Фробениуса. Это позволяет найти в явном 

виде спектр энергий, который интерпретируется физически.  

В пространстве Лобачевского 
3H  уравнение Дирака с учетом кулоновского потенциала приводит 

к системе двух уравнений (см. обозначения в [1, 2]; радиальная координата обезразмерена делением на 

радиус кривизны  , ( )r  )  
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Преобразуем систему (1) к новой переменной 
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Отсюда следует уравнение 2-го порядка для ( )f z   
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оно имеет 6 особых точек (вводим обозначение 0E m
e

   ):  
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1 2 1 2 1 20 1 1 ( 1 2 )z z z z z                  

Уравнение (2) может быть записано короче:  
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где  
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Около сингулярных точек 1 1 0    решения ведут себя согласно:  

2 2( 1) ( 1) Mf z C f z D f z M e                     

Строим решения в виде ( ) ( 1) ( 1) ( )Mf z x z z z    . Связанным состояниям могут соответствовать 

следующие значения параметров:  

2 2 2 2 2 2( ) ( )M e m E e m E e                 

В результате для функции ( )z  получаем уравнение  
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Удобно воспользоваться сокращающими формулы обозначениями  
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Решения Фробениуса для ( )z  строим в виде степенных рядов: 
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 , находим 6-

членные рекуррентные соотношения:  

 1 2 3 4 5 44 kk Q Q Q Q Q d         

 1 2 3( 3)( 4) 2 ( 3)k k P P P k        
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 1 2 1 1 2 1( 1) ( 1) 0kz z k k P z z k d                                                            (3) 
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Для анализа вопроса о радиусе сходимости ряда применяем метод Пуанкаре-Перрона. Возможны 

следующие радиусы сходимости:  

conv 1 2

1
1R z z

R
           

Обращаясь к рекуррентным соотношениям (3), убеждаемся, что коэффициент при 
4kd 
 

обращается в нуль, это означает, что в (3) имеем фактически 5-членное рекуррентное соотношение.  

В качестве правила квантования применим условие трансцендентности решений Фробениуса:  

 3 1 2 30 3 ( 3)( 4) 2 ( 3)kS k k k P P P k              

   1 2 3 5 1 1 2 3 4 2 2 3 0Q Q Q Q z Q Q Q Q z Q Q               

С учетом явного вида коэффициентов возникают два альтернативных уравнения:  

2 2 2 2( ) ( ) 0m E e m E e n                                                           (4) 
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В уравнение (4) не входит параметр 1 2j    , наиболее интересный случай (5):  
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Он дает формулу для уровней энергии  
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                                                  (6) 

Найденный спектр похож на спектр для скалярной частицы, известный из решения уравнения 

Клейна-Фока-Гордона с учетом кулоновского поля на фоне пространства Лобачевского [1, 2].  

Существует ограничение: выражение под корнем в (6) должно быть положительным:  
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приводим вид этого уравнения также в обычных единицах измерения. Последнее неравенство означает, 

что число связанных состояний для частицы со спином 1/2 в пространстве Лобачевского конечно.  
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