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О СТРОЕНИИ ГРУПП ШМИДТА С ОБОБЩЕННО ПЕРЕСТАНОВОЧНЫМИ 
ПЕРВЫМИ И ЧЕТВЕРТЫМИ МАКСИМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ 
 
Все группы в данной статье являются конечными. Напомним ряд понятий, используемых в данной 

работе. Подгруппа H группы G называется 2-максимальной подгруппой (или второй максимальной 
подгруппой) группы G, если H является максимальной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе M 
группы G. Аналогично могут быть определены 3-максимальные подгруппы, 4-максимальные подгруппы и 
далее. Группа Шмидта – это конечная ненильпотентная группа, все собственные подгруппы которой 
нильпотентны. Подгруппы А и В группы G называются перестановочными, если АВ=ВА. Подгруппа H 
группы G называется X-перестановочной в G или обобщенно перестановочной [1], где X – непустое 
подмножество группы G, если для любой подгруппы T из G найдется такой элемент x из X, что HTx=TxH.  

Результат, полученный в работе [2] В. Хуппертом, дал толчок большому числу исследований, в 
которых изучалось влияние максимальных подгрупп силовских подгрупп на строение основной группы 
(см. подробный обзор [3]). В данной работе приводится описание структуры групп Шмидта, в которых 
каждая максимальная подгруппа (обобщенно) перестановочна с каждой 4-максимальной подгруппой, с 
доказательствами теорем и другими результатами в данном направлении можно ознакомиться в работе [4]. 

Теорема 1. Пусть G=[P]Q – группа Шмидта, где P и Q – силовские р-подгруппа и q-подгруппа 
группы G соответственно. В том и только в том случае в группе G каждая максимальная подгруппа 
перестановочна со всеми 4-максимальными подгруппами из G, когда либо |G|=pαqβ для α+β≤4, либо G 
является группой одного из следующих типов: 

(1) G – сверхразрешимая группа Шмидта; 
(2) G=[P]Q, где|Q|=q2, |Ф(Р)|≤р2 и Ф(Р) – единственная 2-максимальная подгруппа в Р; 
(3) G=[P]Q, где |Q|=q, |Ф(Р)|≤р2 и РзФ(Р) для каждой 3-максимальной подгруппы Р3 из Р.  
Теорема 2. Пусть G=[P]Q – группа Шмидта, где P и Q – силовские р-подгруппа и q-подгруппа 

группы G соответственно. В том и только в том случае в группе G каждая максимальная подгруппа 
F(G)-перестановочна со всеми 4-максимальными подгруппами из G, когда либо |G|=pαqβ для α+β≤4, либо 
G является группой одного из следующих типов: 

(1) G – сверхразрешимая группа Шмидта; 
(2) G=[P]Q, где|Q|=q2, |Ф(Р)|≤р2 и Ф(Р) – единственная 2-максимальная подгруппа в Р; 
(3) G=[P]Q, где |Q|=q, |Ф(Р)|≤р2 и РзФ(Р) для каждой 3-максимальной подгруппы Р3 из Р.  
Следствие. Пусть G – группа Шмидта и X=F(G) – ее подгруппа Фиттинга. Тогда следующие 

условия эквивалентны: 
(1) каждая максимальная подгруппа группы G перестановочна со всеми ее  

4-максимальными подгруппами; 
(2) каждая максимальная подгруппа группы G Х-перестановочна со всеми ее  

4-максимальными подгруппами. 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ РАЗЛИЧНЫХ ПРОФИЛЕЙ 
В СВОБОДНОМ РЕЖИМЕ 
 
Существует ряд работ (см. напр., [1–3]), в которых показано, что двумерные световые пучки с плоским 

верхом (flat-topped light beams), частным случаем которых являются супергауссовы пучки, обладают 
некоторыми преимуществами по сравнению с гауссовыми пучками.  

В ряде работ рассматриваются одномерные супергауссовы пучки, которые имеют квадратный профиль 
[см. напр., 3–5]. При изучении двумерных супергауссовых пучков возникают особенности выбора начальных 
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параметров пучков на входе в среду, так как в научной литературе обычно рассматривают два вида двумерных 
супергауссовых световых пучков: цилиндрические и квадратные (напр., [6]).  

В данной статье представлены результаты сравнения теоретического изучения распространения 
двумерных гауссовых пучков, квадратных и цилиндрических световых пучков с супергауссовым 
распределением интенсивности в линейной изотропной среде (свободный режим). 

Для моделирования были использованы следующие параметры: n = 2.33, λ = 0.5145 m, характерный размер 
входных пучков r0 = 15 m, координата отсчитывалась в дифракционных длинах светового пучка zR (см. напр., [1]). 

Для удобства рассмотрения особенностей изменения формы пучков в процессе распространения в 
среде зависимость между цветом и значением относительной интенсивности светового пучка 
определялась автоматически в соответствии с рисунком 1. 

 
Рисунок 1 – Шкала соответствия между цветом и значением относительной интенсивности 

светового пучка 
 

Из таблицы видно, что на входе в среду гауссов и супергауссовы пучки имеют одинаковое 
максимальное значение относительной интенсивности в центре пучка. Однако, при R5.0≤≤0 zz  (таблица a – d) 
квадратный супергауссов пучок деформируется и имеет 4 максимума со значениями относительной 
интенсивности, превышающими 1 вблизи краев, для квадратного пучка симметрия пучка сохраняется как вдоль 
оси ох, так и вдоль оси оу, одинаковые сечения, проходящие через максимумы отмечены на графиках сплошной 
линией, пунктирной линией отмечено сечение плоскостью, параллельной плоскости XOZ и проходящей через 
середину пучка. Для цилиндрического супергауссова пучка симметрия пучка нарушается, при его 
самофокусировке образуется кольцо, на котором много «шумовых помех», и мы можем наблюдать только два 
максимума (сплошные линии). Гауссов пучок на этом промежутке распространяется практически без изменений 
формы. При RR 2≤≤ zzz  (рисунок 2 e – h) наблюдается дополнительная самофокусировка супергауссовых 
световых пучков и значения относительной интенсивности в центре пучка и максимальное значение 
относительной интенсивности совпадают. Цилиндрический пучок фокусируется сильнее, чем квадратный. Это 
может быть связано с тем, что при распространении квадратного супергауссова пучка в линейной изотропной 
среде в основном наблюдается деформация и появление максимумов в уголках пучка (рисунок 2 c1 – d1), а форма 
эллиптичного пучка изменяется по окружности (рисунок 2 c2 – d2). Гауссов пучок в этом промежутке начинает 
рассеиваться (рисунок 2 h3). При Rz2z   супергауссовы пучки, так же как и гауссов, рассеиваются, а при 

R5 zz   супергауссовы пучки начинают пульсировать в пространстве. 
Таблица – Динамика изменения формы пучков при распространении в свободном режиме (Пунктирная 
линия – сечение пучков, проходящее через их центр, сплошные линии – сечения пучков, проходящее через 
максимумы интенсивности) 

z Квадратный супергауссов 
пучок 

Цилиндрический 
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ИНТЕГРАЛЫ ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ  
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Для обыкновенной линейной дифференциальной системы n-го порядка с постоянными 

вещественными коэффициентами 

),(tfxA
td
xd

      ,R nx      ),(JCf    RJ   (1) 

рассматривается задача о построении базиса первых интегралов. 
В 1878 году французским математиком Г. Дарбу был сформулирован подход о построении 

первого интеграла по известным частным интегральным кривым [1], который в настоящее время 
называется задачей Дарбу. В дальнейшем нахождение интегралов типа Дарбу получило свое развитие 
как в постановке задачи, так и в разнообразии методов ее решения. Современное состояние теории 
интегралов и подробный обзор литературы по этой тематике приведены в монографиях [2; 3].  

В теории дифференциальных систем особое место занимают линейные дифференциальные 
системы, исследование которых имеет не только самостоятельное значение, но и служит базой для 
изучения нелинейных систем дифференциальных уравнений по их линейному приближению. 

Основными методами нахождения решений линейной однородной системы с постоянными 
коэффициентами являются метод Эйлера и матричный метод. Для построения первых интегралов этой 
системы известны метод интегрируемых комбинаций [4, с. 171–173] и метод, предложенный Н.П. Еругиным 
и Н.А. Збойчиком [5, с. 464–469]. Эти подходы указывают только способы построения и общий вид 
интегралов, однако в явном виде в зависимости от коэффициентов системы интегралы не строятся.  

На основе метода частных интегралов [2, c. 187–226] для линейных дифференциальных систем с 
постоянными коэффициентами был разработан спектральный метод построения в явном виде первых 
интегралов и показано, что все интегралы имеют вид Дарбу [6–8]. Достоинство спектрального метода 
состоит в том, что поиск частных интегралов линейной дифференциальной системы сведен к 
алгебраической задаче нахождения собственных векторов матрицы ,B  транспонированной к матрице 
коэффициентов A линейной дифференциальной системы (1). 

В дальнейшем, данный подход поиска интегралов спектральным методом был распространен на 
обыкновенные линейные системы, интегрируемые в замкнутой форме [8], на линейные многомерные 
системы [9; 10], а также на нелинейные дифференциальные системы Якоби [11; 12]. 

В основании спектрального метода построения интегралов лежит [6] 
Лемма 1. Пусть nC  – собственный вектор матрицы .B  Тогда гиперплоскость }0:{ xx   

будет гиперплоскостью траекторий линейной однородной дифференциальной системы, 
соответствующей системе (1). 

Первые интегралы системы (1) строятся по собственным и присоединенным векторам матрицы B  
c учетом кратности ее собственных чисел. В случае кратных элементарных делителей матрицы B  верна [7; 8] 

Теорема 1. Пусть   – собственное число матрицы ,B  которому соответствуют m-кратный 
)2( m  элементарный делитель, собственный вектор 0  и присоединенные векторы ,k  .1,,1  mk   

Тогда функционально независимыми первыми интегралами системы (1) будут функции: 
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